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Vorwort. 

Das vorliegende Buch enthält eine unabhängige Einzeldarstellung 
der Haupteigenschaften der kubischen Kegelschnitte nach analytischer 
Methode, i) 

Es setzt keine anderen Vorkenntnisse voraus als die Lehre von 
den verschiedenen Koordinatensystemen^) im Räume und einige Sätze 
über die Flächen 2. Ordnung*), wie sie in den meisten einführenden 
Werken und Vorlesungen über analytische Geometrie des Raumes dar- 
geboten werden. 

Die aus dem Inhaltsverzeichnis ersichtliche Anordnung des Stoffes 
mag vorweg noch mit einigen Worten näher erläutert und begründet 
werden. 

Im I. Abschnitt wird im I. Kapitel der kub. Kegelschnitt als 
Durchschnitt von Kegel und Zylinder eingeführt und daraus gleich- 
zeitig seine Darstellung durch zwei Gleichungen § 1, 2, durch einen 
Parameter § 1, 3 und durch Zeichnung § 1, 4 erhalten, worauf so- 
gleich seine Einteilung in vier Arten § 2, 7 folgt. Die ursprünglichen 
analytischen Darstellungen werden durch Drehung des Koordinaten- 
systems und Änderung des Parameters auf die einfachere Form § 3, 6 
gebracht. Die allgemeine Raumkurve 3. 0. wird in § 4, 1 — 4 als 
solche, die in jeder Ebene drei Punkte hat, erklärt und zuerst durch 



1) Ein solches Bach dürfte wohl als ein Bedürfnis anerkannt werden, nach- 
dem die „Einleitung in die Theorie der kub. Kegelschnitte" von C. A. v. Drach, 
Leipzig bei B. G. Teubner, 1867, die sich ganz an L. Cremonas grundlegende 
analytische Untersuchungen anschloß, soeben vergriffen ist. 

2) Der Vollständigkeit wegen ist an den betreffenden Stellen unter „I § . .** 
auf mein kleines Buch: „Analytische Geometrie des Punktes, der geraden Linie 
und der Ebene'' , Leipzig 1905, verwiesen, welches seinem Zwecke gemäß das 
Handwerkszeug für analytisch geometrische Untersuchungen gebrauchsfertig zu- 
sammenstellt und gerade die hier erforderlichen Hilfsmittel darbietet. 

3) In dieser Hinsicht ist an vereinzelten Stellen unter „H § . ." auf mein 
Buch: „Analytische Geometrie des PunJctepaares, des Kegelschnittes und der Fläche 
2. Ordnung*', Leipzig 1910, verwiesen, von dem jedoch das vorliegende Buch 
wesentlich unabhängig ist. Einige wenige Artikel mit weitergehenden Voraus- 
setzungen sind durch kleineren Druck als überschlagbar gekennzeichnet. 
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IV Vorwort 

Änderung des Parameters in die Gestalt § 4, 9 versetzt, sodann wird 
durch Änderung des Koordinatensystems die Form § 5, 4 der Parameter- 
darstellung herbeigeführt. In § 6, 4; 6 ergibt sich dann einerseits die 
Übereinstimmung der kub. Kegelschnitte und der Baumkurven 3. 0., 
anderseits aber eine endgültige analytische Darstellung in rechtwinkligen 
Koordinaten § 6, 9, die weiterhin als Grundlage dient. 

An sie anschließend, werden im IL Kapitel in § 7 die Schmie- 
gungsebenen und Asymptotenebenen, in § 8 die Tangenten und Asym- 
ptoten, neben den Sehnen und Achsen der Raumkurve 3. 0. behandelt^ 
auch auf die Polarentheorie und den linearen Komplex der Kurve, 
sowie ihren Schraubensinn hingewiesen. In § 9 werden die Sehnenkegel 
und Sehnen Zylinder und schließlich das Bündel aller Flächen 2. 0. 
durch die Raumkurve hergestellt, während § 10 den zu den Sehnen- 
kegeln dualen Achsenkegelschnitten, ihrem Mittelpunktskegelschnitt 
und der zu dem Bündel des § 9 dualen Scharschar gewidmet ist. In 
§ 11 werden im Anschluß an den Begriff der Scheitelpunkte der Kurve 
deren sonstige Scheitelelemente, yor allem die Scheiteldurchmesser, un- 
tersucht und in § 12 das für die einzelnen Arten mehr oder minder 
charakteristische schiefwinTdige System der Scheitelelemente eingeführt. 
Wenn dieses auch das nach Cremonas Vorgang bisher gebräuchlichste 
ist und gegenüber dem rechtwinkligen eine weit größere Einfachheit 
der analytischen Formeln herbeiführt, so sind doch für die Bevorzu- 
gung des rechtwinkligen Systems abgesehen davon, daß es dem An- 
fänger vertrauter ist, zwei Gründe maßgebend geworden. Erstens, daß 
die in rechtwinkligen Koordinaten gegebenen Formeln formell die um- 
fassenderen sind und die für die schiefwinkligen geltenden als Sonder- 
fälle § 12, 4 einschließen; zweitens, daß sich auf die einheitliche Dar- 
stellung in rechtwinkligen Koordinaten ein in gleicher Vollständigkeit 
bisher nicht vorliegendes System der analytischen Unterscheidung aller 
Unterarten des kub. Kegelschnittes gründet. Ist dieser nämlich in der 
allgemeinen Form § 6, (14) gegeben, so findet sich in § 9, (47) die 
Bedingung für die gleichseitige kub. Hyperbel, in § 10, (36) die kub. 
Hyperbel mit Mittelpunktskreis, in § 21, (10) für die allgemeine und 
§ 21, (14) für die spezielle gleichwinklige, in § 21, (15) für die zu- 
gleich gleichseitige und gleichwinklige kub. Hyperbel; ferner in § 10, (38) 
für die kub. Ellipse mit gleichseitiger Hyperbel als Mittelpunktskegel- 
schnitt, in § 16, (4) für die kub. Ellipse mit Rotationszylinder und 
Rotationshyperboloid, in § 16, (16) mit nur einer Rotationsfläche, die 
wiederum in § 16, (21) ein Rotationskegel und in § 16, (25) ein Ro- 
tationszylinder sein kann; findet sich ferner in § 22, (53) die Bedin- 



Vorwort V 

gung für die rechtwinklige kub. hyperbolische Parabel und in § 23, (39) 
für die kub. Parabel mit Direktrix, in § 16, (31) mit Rotationskegel. 
Mit einem Teil dieser Unterarten ist schon auf das III. Kapitel 
übergegriffen, in welchem die Gleichungen der Rotationsflächen, die 
durch einen kub. Kegelschnitt gehen, in rechtwinkligen Koordinaten 
zum ersten Mal wirklich entwickelt und nach ihren verschiedenen 
Formen untersucht sind, bevor sie in wesentlich einfacherer Gestalt 
in schiefwinkligen Koordinaten in § 20, 26 und § 22, 15 wieder er- 
scheinen. 

Im IV. Kapitel werden die vier Arten der kub. Kegelschnitte im 
Einzelnen behandelt, zunächst wiederum in rechtwinkligen Koordi- 
naten. Sodann aber wird für jede Art ein „natürliches" schiefwinkUges 
System eingeführt, welches für sie eindeutig und charakteristisch ist 
und die Grundlage für die einfachste Gestaltbeschreibung bietet (s. die 
Figuren S. 94; 118; 134; 141). Unter diesen dürfte das natürliche 
System der kuh. Hyperbel in der hier gegebenen Form und Ausführung 
neu sein. Es gestattet nicht nur eine in den drei schiefwinkligen Ko- 
ordinaten Xy y, z vollkommen symmetrische Darstellung aller Bestand- 
teile der kub. Hyperbel § 20, (2); (4); (6)— (9); (11)— (14); (38); (40), 
sowie des zugehörigen linearen Komplexes § 20, (17) und Polar- 
systems § 20, (18); (19), sondern bringt auch die der kub. Hyperbel 
eigentümliche Doppelpyramidengruppe § 20, 18 unmittelbar zum Aus- 
druck. Dies tritt besonders bei der gleichwinkligen kub. Hyperbel 
§ 21, 6 und ihrem Flächenbündel § 21, 7 hervor, wo die eine der 
vier Rotationsflächen § 21, (30) gegen die Gruppe invariant ist. 

Im II. Abschnitt im I. Kapitel werden die Bestandteile der Raum- 
kurve 3. 0., also Schmiegungsebenen § 24, Tangenten § 25, Sehnen 
und Achsen § 26, Treff- und Streichlinien, sowie Schmiegungsstrahlen 
§ 27, in Teiraederlcoordinaten behandelt, und zwar bezogen auf das in 
§ 28 näher beschriebene Schmiegungstetraeder. In § 29 wird ebenso 
das Polarsystem der Raumkurve und des zugehörigen linearen Kom- 
plexes untersucht und in § 30 auf die Doppelverhältnisse und Invo- 
lutionen von Punkten der Kurve hingewiesen. Neben den auf ein 
Schmiegungstetraeder bezogenen Entwicklungen werden aber auch die 
für ein völlig allgemeines Koordinatentetraeder gültigen zu^ammenge- 
hörigen Darstellungen der Punkte § 24, (1), Schmiegungsebenen § 24, (1'), 
Tangenten § 25, (4), des linearen Komplexes § 25, (9) und § 29, 14 
und seines Polarsystems § 29, 13; 15 aufgestellt. 

Im IL Kapitel werden in § 31 die durch die Kaumkurve 3. 0. 
gehenden Flächen 2. 0. und ihre Erzeugenden betrachtet. Alödanu 



VI Vorwort 

folgt die Theorie der konjugierten Punkte und Ebenen, einerseits im 
Anschluß an das Flächenbündel 2. 0. § 32, 1 — 9 und anderseits an 
den Polkegelschnitt einer Ebene § 32, 10 — 11, folgen femer die alge- 
braischen Beziehungen der Parameter konjugierter Elemente in §33,1—8 
und der Zusammenhang mit der Theorie der Harmonikale eines Drei- 
ecks in § 33, 9 — 11. Auf die Theorie der konjugierten Elemente 
stützt sich eine neue Darstellung § 34, (33) der allgemeinen kub. 
Kaumkurve und des Plächenbündels § 34, (34), welche in den Ver- 
hältnissen x^:x^y ^2 • ^4> ^3 • ^4 symmetrisch ist und die zu einer 
beliebigen Ebene gehörige Doppelpyramidengruppe der Baumkur\re 
§ 34, 14 unmittelbar erkennen läßt. Die entsprechende Parameterdar- 
stellung §34, (46); (47) zeigt dievoUkommensteSymmetrie. Wird die dabei 
ausgezeichnete Ebene die uüendlich ferne Ebene, so erhält man wieder 
das natürliche System der kub. Hyperbel. In § 35 wird der Übergang 
von den auf ein Schmiegungstetraeder bezüglichen Tetraederkoordi- 
naten zu dem rechtwinkligen System und die Entstehung der Scheitel- 
elemente aus der zur unendlich fernen Ebene konjugierten gezeigt. 

Im IIL Kapitel werden in § 36 die projektiven Erzeugungen der 
Raumkurve 3. 0. in kurzer Übersicht analytisch dargestellt, in § 37 
ihre Konstruktion aus sechs Punkten, die Beziehung zwischen sieben 
ihrer Punkte und die zu einem einbeschriebenen Sechseck gehörige 
Sehne erwähnt, endlich in § 38 der Begriff des Gegenpunktes von 
vier Punkten der Eaumkurve entwickelt. 

Mit Rücksicht auf den beabsichtigten Umfang des Baches ist so- 
mit weniger eine in jeder Beziehung erschöpfende Darstellung des 
Gegenstandes, als vielmehr eine zuverlässige Grundlage sowohl für 
Übungsaufgaben, als auch für weitergehende analytische Entwick- 
lungen über kub. Kegelschnitte angestrebt worden. 

Auf die wichtigsten Quellenschriften ist gelegentlich hingewiesen 
worden. 

Besonderer Dank gebührt der Firma B. G. Teubner, welche keine 
Mühe gescheut hat, um den Text und namentlich die Figuren aufs 
Sorgfältigste wiederzugeben. 

Möchte das kleine Buch dazu beitragen, den kub. Kegelschnitten 
in den akademischen Vorlesungen und Übungen neben den ebenen 
Kegelschnitten einen gleichberechtigten Platz zu sichern. 

Rostock, den 25. April 1913. 

Stande. 
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I. Abschnitt. 

Behandlung der Banmlairye dritter Ordnung in 
recht- und schiefwinkligen Koordinaten. 

I. Kapitel. 

Begriff des kubischen Kegelschnittes nnd Darstellung in 

rechtwinkligen Koordinaten. 

§ 1. Der kub. Eegelsclmitt als DurclisclLiiitt von Kegel und Zylinder. 

1. Erklärung des kub. Kegelschnittes. Ein Kegd und ein Zy- 
linder, beide von der zweiten Ordnung, sollen eine gerade Erzeugende 
miteinander gemein haben. Die Kurve, in welcher der Kegel außerdem 
von dem Zylinder geschnitten wird, heißt ein huMscher oder räumlicher 
Kegelschnitt}) 

2. Darstellung durch zwei Gleichungen. Wählt man die Spitze 
des Kegels als Anfangspunkt und die gemeinsame Erzeugende als 
^-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems Oxyz, so sind die 
Gleichungen von Kegd und Zylinder in homogenen gemeinen Koordi- 
naten X, y, Zy t {1 % 47, 1) im allgemeinen von der Form (I § 72, 
(16); (14)): 

(1) 0^22^* + 2a23t/-8f + «88^^ + 2ai3xy + 2a^^zx = 0, 

<2) \,y^ + 2h,,yz + 688^' + ^h,y^ + 2634^^ - . 

Beide Flächen gehen durch die a:-Achse y == 0, jgr « 0. Ihre Determi- 
nanten (I Anm. 1, II (1)): 

(3) ^ == 2aggagiai2 ^22^u ^88^12; 

(4) ^ = 2 638 624*34 - *22 K - *88 ^24 

(a^g = 0^32, 633 « 632, . . .) sollen nicht verschwinden, so daß (vgl. unter 5): 
(5) ^ + 0, JB+0. 



1) Fr. Seydewitz, Arch. Math. Phya. 10(1847), S. 207; L. Cremona, Ann. 
di mat. 1 (1858), S. 164; H. Schröter, J. f. Math. Ö6 (1869), S. 37; v. Staudt, 
Beiträge (1860), S. 299. 

Staude: Eubiiche Kegelschnitte 1 



2 §1, 8 

Die den beiden Gleichungen (1) und (2) zugleich genügenden PunMe, mit 
Abzug der x-Ächse, bilden den Tcub. Kegelschnitt 

3. Farameterdarstellung mittels eines Ebenenbüschels. Eine 
durch die ic- Achse gelegte Ebene: 

(6) y = kz, 

mit beliebigem Parameter X, schneidet den Zylinder (2), außer in der 
ä:- Achse, noch in einer Geraden h, die der a:- Achse parallel ist, und den 
Kegd (1), außer in der rc- Achse, noch in einer Geraden k, die durch O 
geht. Sie hat daher mit dem kub. Kegelschnitt, von Punkten der 
a?- Achse abgesehen, nur den Schnittpunkt P der Geraden h und Je gemein. 
Für die Gerade h folgt aus (6) und (2) zunächst: 
{b,,X^+ 2b,,X + b,,)z'' + 2(b,,X + b,^)zt - 

und, mit Weglassung des Faktors Zy dessen Verschwinden nach (6) 
auf die a?- Achse führt: 

/rj\ ^ = O ^24^4" ^8* 

wonach aus (6): 

Für die Gerade Tc folgt aus (6) und (1): 

(032 A^+ 2a^l + a^^)z^+2{a^^k + a^^)zx « 

und, wieder mit Weglassung des Faktors z: 

{a\ — = — ^«8^'+2a2 8^ + «s8 y. ^ 2. 

Für den Schnittpunkt P der beiden Geraden h in (7), (8) und k 
in (9) wird daher mit einem Proportionalitätsfaktor q: 

QX= {a^^X^ + 2a^^l + a^^ (b^^X + b^^ , 

Qy = - ^{Pn^ + «is) (^24^ + ^34) ''' ; . 
Q0 2{a^^X + ai3) (b^^X + 65 J , 

^Qt = («igA + ajg) (622^^+ 2638^ + ^ss)- 

Jeder Ebene X des Büschels (6) entspricht hiernach ein Punkt P des 
kub. Kegelschnittes, und die Formeln (10) bestimmen (vgl. unter 6) die 
Verhältnisse der homogenen Koordinaten des Punktes. Läßt man X 
von — 00 bis + 00 gehen, erhält man alle Punkte des kub. Kegelschnittes. 
Die Gleichungen (10) enthalten die Parameterdarstellung des kub. 
Kegelschnittes, welcher der übrige Durchschnitt der längs der x- Achse sich 
schneidenden Flächen (1) und {2) ist 



(10) 
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4. Darstellmig in schiefer Projektion. Der Ableitung der Fara- 
meterdarstellung unter 3 entspricht genau die Zeichnung des kub. Kegel- 
schnittes; 

In Fig. 1 sind die kongruenten Leitkurven OHH^ und 0'H'H\ 
des Zylinders (2) in den beiden parallelen zur 2;-Achse senkrechten 
Ebenen Oye und O'y^z' in schiefer 
Parallelprojektion dargestellt. Von dem 
K^el (1) enthält Fig. 1 die Spitze 
und die in der Ebene O'y'z' liegende 
Leitkurve O'K^K' . Irgendeine in der 
Ebene O'y' z' durch 0' gelegte Gerade 
schneidet die in derselben Ebene lie- 
genden Leitkurven in W und K', Die 
durch W zur ic- Achse gezogene Par- 
allele Ä = Hm ist die Schnittlinie (7), 
(8) der Ebene OOS, einem Werte l 
in (6) entsprechend, mit dem Zylinder 
(2); die Verbindungslinie Ä von K' 
mit ist die in derselben Ebene 
ffHH'KK' liegende Erzeugende (9) 
des Kegels (1). Der Schnittpunkt P 
der Geraden h und Je ist ein Punkt des 
kub. Kegelschnittes. 

Bei Drehung der Geraden 0' H'K' 
um Cf erhält man in derselben Weise ng. i. 

v^eitere Punkte der Kurve. In Fig. 1 ist sie in und ^ zugleich 
mit dem Zylinder durch die Ebenen Oyz und O'yz' abgeschnitten. 

5. Bedingung für Kegel und Zylinder. Wir setzen die Deter- 
minante der Koeffizienten von }?, )?, A, 1 in den Ausdrücken (10) von 
Null verschieden voraus (s. § 4, 1 — 3), also: 




(11) 2)=, 4 



«12*24 



«22*34 



+ 2 «23 624 aas 624 + 2 «23 *84 



«106«^ + ö,«6 







"12 »^84 
«12*24 



18^24 



«12*22 



«10600 + 2aiofe« 



«18*84 

«12 *84 » «13 *24 



«38 *34 


«18*84 
«18*88 



+ 0, 



"18 ^22 T ^ ^12 ^28 ^12 ''88 r ^ ^n ^28 

oder entwickelt: 

(12) D = 4.ÄB{a,A^- a,,bj + . 

Dies bedeutet zunächst, wie schon in (5) angenommen, daß (1) ein eigent- 
licher (nicht zerfallender) Kegel und (2) ein eigentlicher (elliptischer, 

hyperbolischer oder parabolischer) ZyKnder sei. 

1* 



4 § 1, 6. § 2, 1 

6. Ausschluß der Berührung. Die Tangentialebene der Fläche (1) 
oder (2) in irgendeinem Punkte Xq, j/q, Zq^ t^ hat die Gleichung: 

bezüglich: 

(14) (hiiyo+hB^o+hJo)y+(Ps2yo+K^o + hJo)^ + (^42%+ K^o)^--^' 

Längs der gemeinsamen Erjseugenden, etwa im Punkte rr^ = 1, yo^Oy 
Zq =0, Iq^ 1, sind daher die Tangentialebenen des Kegels (1) und des 
Zylinders (2): 

(15) (hiy + ^si^^^y (16) &24y + ^84^^0. 
Die Bedingung: 

in (12) bedeutet also, daß die Tangentialebenen von Kegel wnd Zylinder 
längs der gemeinsamen Erzeugenden nicht zusammenfallen dürfen}) 

§ 2. ünterscheidimg der kub. Kegelsclinitte nach ihren unendlich 

fernen Punkten. 

1« Die beiden auf der gemeinsamen Erzeugenden liegenden 
Kurvenpunkte. Mit der Bedingung § 1, (11) können die rechten 
Seiten der Gleichungen § 1, (10) für keinen Wert von k gleichzeitig 
verschwinden. Daher enthält jede Ebene X des Ebenenbüschds § 1, (6) 
immer einen und nur einen Punkt P des kub. Kegelschnittes, dessen 
Koordinaten in der Weise § 1, (10) von l abhängen. Er ist der 
Schnittpunkt der beiden Geraden h und J, welche die Ebene X 
{OO'HH'KK' Fig. 1 und im Ausschnitt Fig. 2) außer der a;- Achse 
noch mit dem Zylinder und dem Kegel gemein hat. 

Zwei besondere Lagen der Ebene X sind dabei hervorzuheben. Wird 
die Ebene § 1, (6) mit A =- — 634 : 634 ^^^ Tangentialebene § 1, (16) des 
Zylinders, indem 0' R'K' die Tangente t = O'jBT/ seiner Leitkurve in 
der Ebene Cfy'z' (Fig. 1) wird, so fäUt ihre Schnittlinie h=\ mit dem 
Zylinder in die a:-Achse hinein und der Schnittpunkt P von \ und 
\ in (Fig. 3). In der Tat geben die Gleichungen § 1, (10) mit: 

hi^ + ^34 = : a;, t/, ;sf, ^ — 0, 0, 0, 1. 

Wird die Ebene § 1, (6) mit 2 = — ag^ : a^^ ^i® Tangentialebene 
§ 1, (15) des KegelSy indem 0' H'K' die Tangente 5 = O'K^ seiner 
Leitkurve in der Ebene O'y z (Fig. 1) wird, so fällt ihre Schnittlinie 



1) Fr. Seydewitz, Axch. Math. Phys. 10 (1847), S. 211. 
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k^lc^ mit dem Kegel in die o;- Achse hinein und der Schnittpunkt P 
der Parallelen Ag und k^ wird unendlich fern (Fig. 4). In der Tat 
geben die Gleichungen § 1, (10) mit: 

Den beiden Tangentialebenen von Kegel und Zylinder längs der ge- 
meinsamen Erzeugenden entsprechen als Punkte der Kurve: der Koordi- 
natenanfangspunkt (die Spitze des Kegels) und der unendlich ferne Punkt 
der X-Achse (die Spitze des Zylinders).^) 




.e 




> 2 



Fig. 2. 



Fig. 3. 



Fig. 4. 



2. Entstehung der drei unendlich fernen Funkte. Der in einer 
Ebene § 1, (6) enthaltene Punkt P des kub. Kegelschnittes ist der 
Schnittpunkt der in der Ebene liegenden Erzeugenden h und k des 
Zylinders und Kegels (Fig. 2). Er kann auf zwei Weisen unendlich 
fern werden: erstens, wenn k parallel zu h wird, was nach 1 nur für 
die Tangentialebene: 

(1) a^^y + a^^z = 

des Kegels längs der a;- Achse eintritt (Fig. 4); zweitens, wenn die Ge- 
rade h (Fig. 2) selbst ins Unendliche fäUt. Dies trifft für diejenigen 
beiden Ebenen § 1, (6) zu, welche die a?- Achse mit den beiden unend- 
lich fernen Geraden des Zylinders § 1, (2) verbinden, also seinen Asym- 
ptotenebenen parallel sind. Es sind die Ebenen des Ebenenpaares: 

(2) h,y'^2b,,yz + b,,z'=^0. 

Die drei Ebenen (1) und (2) entsprechen nach § 1, (6) in der Tat 
gerade den drei Werten des Parameters A, für die in § 1, (10) t ver- 
schwindet, den drei Wurzeln der kubischen Gleichung: 

(3) (a,,l + a,,) (b,,X' + 2b,,k + b,,) = 0. 



1) 0. Hesse, J. f. Math. 26 (1843), S. 160; Werke, S. 76. 
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Der Jcub. KegelschniU hat also im allgemeinen drei unendlich ferne 
Funkte Ei,E^,E^, die sich auf die drei Ebenen (1) und (2) des Bü- 
schels § 1, (6) verteilen, 

3. Unterecheidung nach den drei unendlich fernen Funkten. 
Der erste dieser drei Punkte E^ ist immer reeU und ist der unendlich 
ferne Punkt X der x-Achse, E^ « X, Bezüglich der Realität und Lage 
der beiden anderen E^, E^ müssen fünf Fälle unterschieden werden, 
die in Fig. 5 — 9 schematisch gekennzeichnet sind. Die Figuren stellen 
die Leitkurven des Kegels und Zylinders in der Ebene (Xy'/ der 
Fig. 1 dar. 

Als Leitkurve des Kegels § 1, (1) ist in allen Fällen dieselbe El- 
lipse k' mit ihrer Tangente s in 0' beibehalten. Es würde sich nichts 
Wesentliches ändern, wenn sie durch eine Hyperbel oder Parabel er- 
setzt wäre. Nur würde dann für die zwei unendlich fernen Punkte 
K' der Leitkurve die Erzeugende OK' des Kegels (Fig. 1 und 2) in 
die entsprechende Gerade OK in der y^er-Ebene und der Punkt P in 
H hineinfallen. 

Als Leitkurve K des Zylinders § 1, (2) aber, von deren Art das 
Ebenenpaar (2) allein abhängt, ist in Fig. 5 eine Ellipse, in Fig. 6 und 
7 eine Hyperbel, in Fig. 8 und 9 (überall punktiert-gestrichelt) eine 
Parabel genommen. Dementsprechend ist der Zylinder § 1, (2) selbst 
ein elliptischer, hyperbolischer oder parabolischer, 

4t. Fall des elliptischen Zylinders (Fig. 5). Der Zylinder § 1, (2) 
ist elliptisch, wenn: 

Die Ebenen des Paares (2) und die Wurzeln X des zweiten Fak- 
tors (3) sind dann konjugiert komplex. Zu jeder Ebene § 1, (6), wie 

sie in Fig. 5 im Durchschnitt durch die 
Geraden 0' K' H' dargestellt ist, gehört 
(Fig. 2) ein endlicher Punkt der Kurve 
► «' § 1, (10), ausgenommen allein die Ebene 
(1), in Fig. 5 der Tangente s = OK^S^ 
entsprechend, zu der der unendlich ferne 
Punkt der a?- Achse gehört (Fig. 4). 

L Der kub, Kegelschnitt § 1, (10), 
in welchem der Kegel § 1, (1) von dem 
Zylinder § 1, (2) geschnitten wird, hat 
in der unendlich fernen Ebene einen reellen Punkt E^^ X und zwei 
konjugiert imaginäre Punkte E^, E^, wenn der Zylinder elliptisch ist. 



^••6«9 — bL > 0. 




Fig. 6. 
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5. Fall des hyperbolischen Zylinders (Fig. 6 u. 7). Der Zylinder 
§ 1, (2) ist hyperbolisch, wenn: 

(5) inht-K<0' 

Die Ebenen des Paares (2) nnd die Wurzeln A des zweiten Fak- 
tors (3) sind reell und verschieden. Nicht nur zur Ebene (1), 5 = ffE^'H^ 
in Fig. 6, sondern auch zu den den Asymptotenebenen des hyperbo- 
lischen Zylinders parallelen Ebenen O'-Kg', O'K^ (Fig. 6) gehört je 




Pig. 6. 




ein unendlich femer Punkt E^,E^,Eq der Kurve §1,(10). Wenn 
jedoch für: 



(6) 



hi^lz — 2 &23Ö^13Ötia + ^880^^2 == ö 



die Ebene (1) mit einer der beiden Ebenen (2) zusammenfällt (s par- 
allel einer Asymptote, K^' = K^' in Fig. 7) und die kub. Gleichung (3) 
die Wurzeln: 



0) 



X ^, X ^, A = 



a 



IS 



a 



IS 



^81 «12 



erhält, so fällt der Punkt E^ mit E^ zusammen, übereinstimmend mit 
den Gleichungen § 1, (10). 

II. Der Jcub, Kegelschnitt § 1, (10), in welchem der Kegel § 1, (1) 
von dem Zylinder § 1, (2) geschnitten wird, hat in der unendlich fernen 
Ebene drei verschiedene reelle Punlcte E^= XjE^,E^, wenn der Zy- 
linder hyperbolisch ist, 

IIa. Jedoch fallen zwei vmi den drei unendlich fernen Punkten, 
E^ ^ E^ in X zusammen bei getrennt bleibendem E^, wenn unter der 
Bedingung (6) die eine Asymptotenebene des hyperbolischen Zylinders 
pa/raUd ist der Tangentialebene des Kegels längs der gemeinsamen Er- 
zeugenden, 
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6. fall des parsboliachen Zylinders (Fig. 8 n. 9). Der Zylinder 
§ 1, (2) ist parabolisch, wenn: 

(8) Mss-^Ä-O. 

Die Ebenen des Paares (2), (/K^' = (/K^' in Fig. 8, feilen in der 
Ebene: 

(9) 6„y + fegs^er = oder 6,,^ + h^ß = 

zusammen^ die der Hauptebene des parabolischen Zylinders parallel 
ist. Zu der doppelt zählenden Ebene \ 

(9) gehört ein doppelt zählender "^ 

unendlich ferner Punkt E^ « JE', 




>► 2 




^^'^ 



Fig 9. 



der Raumkurre. Er entspricht der Doppelwurzel X des zweiten Fak- 
tors (3). 

Wenn jedoch für: 

(10) ai2&23 — ^8*23 =*0 und (11) aigfegg — a^gigs « 

die Ebene (1) mit der Doppelebene (9) zusammenfällt (s parallel der 
Hauptachse der Parabel in Fig. 9) und die kub. Gleichung (3) 
dreimal die Wurzeln A = — a^ : a^g hat, so fallen alle drei unendlich 
fernen Punkte der Kurve zusammen. 

ni. Der Jcub, Kegelschnitt § 1, (10), in welchem der Kegd § 1, (1) 
von dem Zylinder § 1, (2) geschnitten wird, hat in der unendlich fernen^ 
Ebene zwei zusammenfallende Funkte JEg = E^ und einen getrennten^ 
Punkt E, « X. 

IV. Jedoch fällen alle drei unendlich fernen Punkte E^, E^, E^ in^ 
X zusammen, wenn unter den Bedingungen (10), (11) die Hauptebene 
des parabolischen Zylinders parallel ist der Tangentialebene des Kegels 
längs der gemeinsamen Erzeagenden, 

Wir behalten beide Bedingungen (10) und (11) bei. Denn aus- 
den beiden in b^, Jgs linearen und homogenen Gleichungen (8) und (10): 



^88^22 ^23^23 "~ 0; 



^13 ^22 



^12^23 == 
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folgt zwar die dritte, (11), von selbst, wenn 622 '^^^ ^28 i^icht beide 
sind. Ist aber 632 =» und 6,3 = 0, so ist (11) keine Folge von (8) 
und (10). Während also für b^^ = 0, 633 = 0, di^h^s + ^ noch der 
Fall in vorliegt, entsteht für 62, = 0, ftgj = 0, a^g =* 0, a^g + der 
Fall IV. Beides ist mit § 1, (12) verträglich. 

7. Die vier Arten der kub. Kegelsclmitte. Indem wir den 
Fall IIa und lU zusammenfassen, ergeben sich für den durch die beiden 
Gleichungen § 1, (1); (2) oder die Farameterdarstdlung § 1, (10) ge- 
gebenen Tcub. Kegelschnitt unter folgenden Bedingungen als reelle unend- 
lich ferne Punkte: 

I. &22^83"~ ^2^3 > ^* ^^ unendlich femer Punkt E^ ==» X 

II- ^22*38 — ^2^3 < 0, fc22«Ä — 26230^180^12 + hz<^i^ 4= 0: drä getrennte 

E^ = X, JBj, -Ej. 

III- ^22 633 — ^28 "^ ^> ^22 ^13 — ^ 628 ^^13 ö^i2 "t" ^88 ^1% **° ^ 1 ^^'^* Zusammenfallende 

j,,,o^, , I und ein getrennter 

oderöggögg — 0^^ = ü, öggau — o^^ai^, ? E,=^JE^ = X, E^ 

^28 ^18 ~ ^83 ^12 nicht beide j oder E^ = X, jE7j = E^. 

IV. 622*88 "~ *2^3 ^ 0; ^22^18 — ^28^12 = 0, 628^18 — ^88^12 ^ ^I dm ^M- 

sammenfallende E^=^ E^^ E^=^ X 

Diesen vier Fällen^) entsprechend heißt der kub. Kegelschnitt 
I. Tcub, Ellipse; II. Mb. Hyperbel; III. kub. hyperbolische Parabel; 
IV. h%ib. Parabel. 

§ 3. Vereinfaclnmg der analjrtisclien Darstellnng des 

kub. Kegelschnittes. 

1. Drehung des Eoordinatensystems um die gemeinsame Er- 
zeugende. In § 1, 3 wurde die Spitze des Kegels als Anfangspunkt 
und die gemeinsame Gerade von Kegel und Zylinder als o;- Achse des 
rechtwinkligen Koordinatensystems Oxyz gewählt. Diese Verfügung 
läßt noch eine Drehung des Systems um die rr-Achse offen. Daher 
kann die xy- Ebene in die Tangentialebene § 1, (15) des Kegels längs 
der X' Achse gelegt, also ohne Beschränkung: 

(1) a„ = 
genommen werden. 

Wird gleichzeitig die Bezeichnung: 

(2) 2ai8, 2^2^, 263^ in - a,^, - b,^, - \^ 
umgeändert, so ergibt sich aus § 1, 2: 

1) Fr. Seydewitz, Arch. Math. Phys. 10 (1847), S. 212. 
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Der hob, Kegelschnitt kann stets durch die Gleichungen: 

(3) ag^y* + 2a^y0 + a^^^z^ — a^^zx - 0, 

(4) 632^' + 2633^^6? + hs^^ - hiV* — hs^^ -^ 

eines Kegels und eines Zylinders dargestellt werden. 

Die erforderlichen Bedingungen § 1, (3); (12); (4) kommen hier auf: 

(5) «M + O, ai3 4=0, 61J+O. 4J? «2658613613- 6336^^3 -ftssfei^g + O 

zurück. 

Die Parameterdarstellung § 1, (10) wird jetzt: 

QX « (a^X^+2a^^k + a88)(6i2^ + ^i«), 

(>y = 0^13(613^ + 618)^; 

9^ =- aij(6i2il + 613), 

Qt = ai3(633;,2 + 2633A + 633). 



(6) 



2. Die Untersoheidung der Arten. In § 2, 7 kommt die 2. Be- 
dingung II mit (1) auf 62301*3 + und nach (5) auf 633 +0 zurück, 
ebenso die 2. Bedingung des ersten Falles lü auf 633 » 0, was aber 
mit 623633 — 63*3 < zusammen 633 = 0, 633 + gibt. Im zweiten Fall III 
wäre 633 633 — 63*3 = 0; 633 , 6^3 nicht beide 0, was aber auf 633633 — 63*3 = 
^33 + zurückkommt, da mit 633 = auch 633 = sein müßte. Im Fall 
IV ist dann 633 = 0, 633 == 0. 

Die Bedingungen werden also für den kub. Kegelschnitt (3), (4), (6): 

(7) I. 633633-— 63*3 > 0: kub. Ellipse; 

IL 633633— 63*3 < 0, 632 + 0: Äu6. Hyperbel; 

III. 633 = 0, 633 + I kub. hyperbolische 
oder 633633 — 62^3 == 0, 633 + J Parabel; 

IV. 633 =0, 633 = 0: kub. Pa/rabel. 

Die Bedingungen ergeben sich auch direkt aus der letzten Glei- 
chung (6). Der einen stets vorhandenen Wurzel A = 00 der kub. 
Gleichung ^ = entspricht der unendlich ferne Punkt X der rr-Achse 
Die beiden anderen Wurzeln sind bei I imaginär; bei II reell, unter 
sich und von c» verschieden; bei III entweder unter sich verschieden 
und eine gleich 00, oder unter sich gleich und von cx> verschieden; 
bei IV unter sich gleich und gleich 00. 

3. Schematische Darstellung der Unterscheidungsmerkmale. 

Um die Fig. 5—9 auf den vorliegenden Fall anzuwenden, hat man nur 
die y'-Achse in die Tangente s zu legen, also beispielsweise Fig. 5 in 
Fig. 10 zu verwandeln. 



§3,3 
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Man kann aber die fünf Fälle, statt durch die Schnittlinien von 
Kegel und Zylinder mit der Ebene O'y'z auch durch die Schmiüinien 
beider mit der unendlich fernen Ebene t=^oo schematisch kennzeichnen, 
als wenn diese im Endlichen läge. 

Die drei Eoordinatenebenen x ^ 0, y = 0, z =^ schneiden die 
xmendlich ferne Ebene in einem Dreieck XYZ (Fig. 11—15); der 
Kegel (3) schneidet sie in einem als Ellipse dargestellten Kegelschnitt hy 
welcher wegen (1) die Seite j? — des Dreiecks in der Ecke X be- 
rührt; der elliptische, hyperbolische und parabolische Zylinder (4) schneidet 
sie in einem inmginären (Fig. 11) oder redien Linienpaar h (Fig. 12 
XL. 13) mit dem Doppelpunkt X oder in einer Doppellinie h (Fig. 14 




Flg. 10. 




Fig. 12. 





Fig. 11. 



Z'O 




\. 



y^o 



Fig. 13. 



£r^2^t 




Fig. U. 



Fig. 15. 
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u. 15; die Schnittlinien des Zylinders sind in allen Fällen punktiert- 
gestrichelt dargestellt). Die Schnittpunkte der beiden Kurven h und 
Ä; sind die unendlich fernen Punkte des kub. Kegelschnittes. 

Fig. 11 entspricht der kub. Ellipse mit einem unendlich fernen 
Punkt JEJi = X; Fig. 12 der kub. Hyperbel mit drei getrennten unend- 
lich fernen Punkten ^i-= X, E^, E^\ Fig. 13 u. 14 der kub. hyperbo- 
lischen Parabel mit zwei zusammenfallenden und einem getrennten 
Punkt E^^E^^X und E, oder E^ = E^ und E^ « X; Fig. 15 der 
kub. Parabel mit drei zusammenfallenden E^^ E^= E^^ X. 

4« Änderung des Parameters. Der unendlich ferne Punkt der 
a:-Achse hat in der Darstellung (6) den Parameter X =« cx). Will man 
dem Punkte den Parameter zukommen lassen^ kann man^ da nach 
(5) &12+0, durch die Gleichungen: 

einen neuen Parameter einführen. Man erhält dann an Stelle yon (6) 
die folgende Parameter dar Stellung: 

9 ^ = «18 { ^22 (^2 ^' — ^is)^ + 2 ^28 (^12 ^' ^ hn) ^12 + ^83 ^h ) « 



(9) 



5. Form der Farameterdarstellung. Die Gleichungen (9) sind^ 
wenn l' wieder mit X bezeichnet wird, von der Form: 

^ ^ Qy=^bX^+Vk, Qt =IX^ + mX + n, 

Sie enthalten sieben Konstanten, die Verhältnisse von a, a\ a", b, b\ l, 

m, n, die mit den sieben Verhältnissen a^^ • ^23 - ^ss • ^is ^^^ ^22 ' ^2& 
: fcjj : 612 : fej3 der Gleichungen (3) und (4) in der Beziehung stehen: 






(11) 



«88 ^1*8 — 2a„ &12 6,8 + a,, 5^ 



«18^1 



8 



8 



&' 6,; 



2> ^8' 



1^^ W ^q6^1j --5,2^8 »^ ^ h i ^1% — 2 ^8 ^8 ^8 + ^88 Wi 

[b b^^' b &i«5 ' b b,% 



Nach (5) ist: 
(12) a + 0, 6 + 0, w 4= 0. 

Umgekehrt folgt daher aus (11): 



(13) 
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1 


a„ a 


2o„ a'b 2 ab' o,, o"6' a'bb' + ab'* 




«1. t>' 


«., . &' ' «.. 6' 




6., b' 


2ft„ »«6 215' 6„ n6» »»ftft' + J6'« 6„ 


6' 
6* 



Z)er Jcüb. Kegelschnitt hann also stets in der Form (10) da/rgestelli 
werden, wo die Verhaltnisse der acht Koeffizienten mit der Beschränkung 
(12) beliebig gegeben sein Jcönnen. 

6« Unterscheidung der Arten, Da nach (13): 

SO folgt aus (7) und (13): 

Der kub, Kegelschnitt (10) ist für: 

(15) I. 4 Zn — m* > : eine kub. Ellipse; 

IL 4 Zw — m* < 0, Z + : kub. Hyperbel; 

IIL Z — 0, m 4? oder : 4 Zw — m* = 0, Z =f= : kub. hyperbol. Parabel; 

IV. Z = 0, m = : Ä:^e&. Parabel. 

§ 4. Die allgemeine Ranmkurve 3. Ordnung und die Transformation 

des Parameters. 

1. Die (rationale) Raumkurve 3. O. Die Darstellungen § 1, (lOj; 
§ 3, (6); (10) fallen unter die allgemeine Porm:^) 

QX = aiiA* + «12 A* + «13^ + «14, 

QZ = ajiA» + ajgA^ + ajsil + a^^, 
\Qt «a4i;i« + «42^^ + a^X + «44 = 5'(X), 

mit 16 beliebigen Koeffizienten %„ welche der allgemeine Ausdruck 
der (rationalen) Raumkurve 3. 0, ist (s. unter 4). 

Vorausgesetzt wird nur^ daß die Determinante der Koeffizienten 
nicht verschwinde:^) 

(2) ^ = |a^,| + 0. 

Dann können zunächst die vier ganzen Funktionen von X für keinen 
Wert von X gleichzeitig verschwinden. Es gehört also zu jedem Werte 
X ein einziger bestimmter Punkt x, y, z,t (l % 47, 1). 

1) Joachimsthal, J. f. Math. 56 (1869), S. 44. 

2) Über die Ausartungen der Raumkurve 3. 0., die hier ausgeschlossen 
bleiben, vgl. v. Staudt, Beitr. (1860), S. 301; H. Schubert, Math. Ann. 15 (1879), 
S. 529; A. Brill, Math. Ann. 64 (1907), S.*819; Palermo Rend. 25 (1908), S. 188. 



(1) 



(3) 
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2. Auflösung nach den Potenzen von A. Bezeichnen Ä^j die 
ünterdeterminanten dritten Grades von -4, so können, wiederum in 
Folge der Voraussetzung (2)^), die Gleichungen (1) mit q6 ^ Am der 
folgenden Form aufgelöst werden (s. § 24, (22)): 

(ök^ « Ä^^x + A^^y + Ä^^z + A^^t « yi, 
tf A^ ^ A^^x + A^^y + A^^z + A^^t =- y^, 
<yA = A^^x + A^^y + A^^z -\r A^t =- 2/3, 

\6 = ^i^a; + ^j^y + A^^z + ^^^^ = y^. 

Da nach (2) (I Anm. 1, III, (7)): 

(4) |^,,H^» + 0, 

so können auch die vier zur Abkürzung eingeführten linearen Funk- 
tionen yi, yg, yj, y^ für keinen Punkt a;, y, ;sr, ^ des Raumes alle gleich- 
zeitig verschwinden. Vermöge der Gleichungen (vgl. § 7, (21)): 

(5) ^ = yi : ya = y« : ys = % : 2/4 

geMrt daher zu jedem Punkte x, y, z, t der Baumhwrve ein bestimmter 
Parameter L 

Zu verschiedenen Parametern gehören verschiedene Punkte und 
umgekehrt. 

3, Schnittpunkte mit einer Ebene. Soll ein Punkt (1) in einer 
gegeben Ebene (I § 47, (4)): 

(6) ux + vy -{- WZ + 5^ = 

liegen, muß l der Bedingung entsprechen: 

1 + («18«* + «28^ + 0^83^ + (^49^)^ + {ouu + a^^v + o^^w + a^s) = 0. 

Da die Koeffizienten der kubischen Gleichung (7) nach (2) für keine 
Ebene w, v, w, s alle gleichzeitig verschwinden können, so folgt: 

I. Die BaumJcurve (1) hat in jeder Ebene des Baumes immer drei 
und nur drei Punkte,^) 

Zwei von ihnen können konjugiert imaginär sein, wenigstens einer 
ist reell. Weiter folgt sofort: 

n. Die BaumJcurve (1) Jcann mit einer Geraden des Baumes nicht 
mehr als zwei Punkte gemein haben. Denn lägen drei Punkte der 
Kurve auf der Geraden, würde die Verbindungsebene der Geraden mit 
einem vierten Punkt der Kurve vier enthalten. 



1) A. Baltzer, Anal. Geom.. Leipzig 1882, S. 482. 

2) M. Chasles, J. de math. (2) "2 (1857), S. 397. 
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4:. Haumkurve 3. O. überhaupt. Eine BaumJcurve 3. 0, überhaupt 
ist eine solche, die in jeder Ebene drei Funkte hat Legt man dann 
durch die Verbindungslinie zweier bekannter Punkte der Kurve ein 
Ebenenbüschel, so kann jede Ebene des Büchels die Kurve außer in 
den zwei bekannten nur noch in einem Punkte schneiden. Seine Ko- 
ordinatenverhältnisse X :y \ z \t müssen daher rational von dem Bu- 
sch elparameter abhängen und müssen mit Rücksicht auf 3 gerade die 
Form (1) haben. 

Jede BaumJcurve 3, 0. überhaupt ist eine rationale Raumkurve 3, 0}) 

5« Lineare Transformation des Parameters. Die Form der Glei- 
chungen (1) bleibt unverändert, wenn man durch die lineare Substi- 
tution: 

(8) ^'?M' aS-ßy + O, 

einen neuen Parameter ^ einführt. Denn der dabei auftretende Nenner 
(yfi + dy kann, da es nur auf die Verhältnisse von Xy y, z, t ankommt, 
in allen vier Gleichungen rechts weggelassen, bezüglich in q aufge- 
nommen werden. Es wird also wiederum: 

QX = ai>» + a;,y + ai> + a/^. 



(10) 



(9) 

Hier haben insbesondere die Koeffizienten von Qt die Werte: 

<3 = (3a4i« + «42y)/3H2(a42a-fa487')/3d + (a^a-f-3a^y)d^ 

Die Eigenschaft (2) der Determinante bleibt bei der Transfor- 
mation (8) erhalten (s. später § 24, 4). 

6, Verscliwinden des Koeffizienten a'^^ Wenn in (1): 

(11) a« + 0, 
SO hat die kub. Gleichung: 

(12) g(X) « a^^k^ 4- «42^2 + a^k + a^^ = 

wenigstens eine reelle endliche Wurzel A^. Nimmt man dann in (8): 

(13) « = Ao, /5 = 1, r « 1, d = 0; «d - /Sy = - 1, 



1) S. z. B. R. Mehmke, Punkt- und Vektorrechnung 1 (1913), S. 200. 



; 
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so daß: 

(14) X - ^^^"-i^ 

so wird nach (10): 

^41 ^S + ^4» ^J + ^4s ^0 + ö^u - , a;, - 3 a^i AJ + 2 a^ l^ + a« , 
4s = 3 a^^o + »41 > ^a = «ü + 0, 

und damit die letzte Gleichung (9): 

(16) Qt — a^/t* + a^/ii + a^ . 

Ist in (1) a^i 4* 0^ &ann man 5^eto durch Einführung eines neuen 
Parameters ft bewirJcen, daß a^^ = 0, wobei gleichzeitig a^ + 0. 

Ist bereits in (1) a^^ =» 0, so ist entweder a^^ 4* oder a^ = 0. 
Im letzteren Falle kann man in (1) X ^ (i + [i^ setzen^ wodurch: 

(17) g (A) ^a^X^ + a^l=^ a^fi^ + (2 a^fi^ + a^)ii + (a^fi^ + a^)/^*«- 

Da nun der Koeffizient (a^fi^ + ^43)1^0 i^i<^ht in [i^ identisch ist, da 
sonst neben a^ = 0, a^^O auch a^ = 0, «43 = 0, was gegen (2) ist, 
kann man ^q immer so wählen, daß er yon yerschieden ist. 

Indem man schließlich die alte Bezeichnung wieder einführt, kann 
man sagen: 

In den Gleichungen (1) Jcann ohne Beschränkung der Allgemeinheit: 

(18) a,, = 0, a^ + 
vorausgesetzt werden. 

7. Die unendlich fernen Funkte der Kurve. Die kub. Glei- 
chung (12) bestimmt die Parameter A^, A^, Ag der drei Schnittpunkte 
der Kurve (1) mit der unendlich fernen Ebene. Einer dieser drei 
Punkte ist stets reell und erhält durch die Voraussetzung (18) den 
Parameter A^ «= 00. Alsdann sind für die beiden andern aus: 

(19) . g{k)^ a^X^ + a^X + a^^O 
zu bestimmenden Parameter folgende FäUe möglich: 

I- 0^42 + 0; ^ ^4^<^A/k — «^ > : A^ =-= 00, Aj und A3 imaginär; 
IL «42 + 0, 4 «420^44 — «^ < : Aj = 00, Aj und A, reell, 

A2 + A3, Aj + cx), A3 + (X); 

Illa. «42 4= 0, 4 a42a44 — a^ =« : Aj = cx), A, = A3 =4= 00; 
Illb. «42 = 0, «43 4= : Aj = A2 = 00, A3 =f= 00; 

IV. «42 = 0, «43 = : Aj = Ag == A3 = 00. 

Die Wurzel A = ist durch (18) überall ausgeschlossen. 
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8. Weitere Normierung des Parameters. Ist nun erstens: 

(20) a,, + 0, 

80 wird aus (19) mit der unter die Form (8) fallenden Substitution: 

(21) '-^-^.'' 



(22) e7(A) = a^ft» + i^"""""^" 



4 «41 



also in den Fällen I und II, mit einer positiven Konstanten e^ zur 
Abkürzung; bezüglich: 

(23) gW = a^ (^* + 6«); g(X) « a,, (/it^ - e^); e' + 0. 

Im Falle III a ist nach (22), indem man mit (21) wieder von (i auf 
X zurückgeht und eine Abkürzung e einführt: 

(24) giX) = a«(x + {^^^ - a«(i - e)*; e + 0. 

Es kann nämlich im Falle Illa a^ nicht verschwinden, ohne daß auch 
^u — ^f ^^^ gegen (2) wäre. 
Ist zweitens: 

(25) a^ = 0, 

80 bleibt für die Fälle IHb und IV: 

(26) g{X) = «43^ + 0^ = a^^{k — e\ e + 0; g{k) = a^. 

Da in die Gleichungen (1) nur die Verhältnisse der Koeffizienten 
eingehen, kann man in den Fällen (20) a^ = 1, in den Fällen (26) 
«43 *= 1, bezüglich «44 ==* 1 nehmen und erhält dann das Resultat: 

In der vierten Gleichung (1) kann man ohne Beschränkung: 

(27) g(k)=^lX^+mX + n 

setzen und hierin eine der folgenden Annahmen machen: 

(28) I. Z = 1, m « 0, » =- e^; IL l = 1, m-- 0, w = - c*; 

III. P = 1, m = — 2e, n^ e^ oder]: ü = 0, m = 1, w = — e; 

IV. Z = 0, m - 0, n = 1, 

^0 überall: 

(29) e + (n + 0). 
Es wird damit: 

(30) I. g{l) = A» - e«; IL ^(A) = A» + e^; 

in. ör(A) = (A - ey oder X - e; IV. g{X) = 1. 
Die beiden Fälle III gehen durch die Substitution: 

Staude: Kubische Kegelsohnitte 2 
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ineinander über, indem der Faktor e* : (A' — ef wie unter 6 in p auf- 
genommen wird. Wir behalten daher nur den einen, und zwar zweiten 
FaU m bei. 

9. Die Parameter der unendlich fernen Punkte. Das Gesamt- 
ergebnis der vorstehenden Entwicklung besteht darin, daß durch ge- 
eignete lineare Substitutionen (8) des Parameters A den drei unendlich 
fernen Punkten der allgemeinen Baumkurve 3. 0. (1) in den vier Fallen 
7, I — IV ohne Beschränkung der Allgemeinheit die Parameter: 

(32) L A = oo, A -= 6i, A =* — ei; II. k ^ oo, A -« c, A = — c; 

IIL k = oo, X ^ oo, A = e, IV. A « oo, A — oo, A « oo 

zuerteilt werden können. Dabei bleibt, sofern e als unbestimmte Konstante 
betrachtet wird, auch der Parameter A noch um einen konstanten 
Faktor unbestimmt (vgl. § 5, 6; 6). 

§ 5. Die Transformation des rechtwinkligen Koordinatensystems. 

1. Parallelversehiebung des rechtwinkligen Koordinatensystenis. 
Bezogen auf ein rechtwinkliges Koordinatensystems Oxyz war die aHr- 
gemeine Baumkurve 3. 0. durch die Gleichungen § 4, (1) dargestellt, die 
nach § 4, (27) bei nicht homogener Schreibweise in die Form ge- 
bracht werden konnten: 

^^g»iA! + ^»^' + «» sA+J^i^ g(k)^lX^ + mX + n, n + 0. 

9\r) 

Führt man nun durch die Substitution: 

(2) x^-Xq + x, y^y^ + y'y e^e^ + z 

ein paralleles Sjsteiö O'xyz mit dem Anfangspunkt ^q, y^, z^ ein, 
so wird: 

x^x—x^^ —^ , y«-., ^=...- 

Setzt man daher mit Rücksicht auf die Voraussetzung n 4" 0* 

(3) ^0-^, yo = ^, ^o = ^S 

läßt die Akzente für das neue System wieder fallen und bezeichnet 
die neuen Koeffizienten wieder allgemein mit a^^p so ergibt sich: 

Die Parameierda/rstdlung der allgemeinen Baumkurve 3, 0, kann stets 
auf die Form gebracht werden: 
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X 



«lll' + <»l.l* + «l.^ 



«.1 i* + «.. i* + «M 1 



(4) 



gm 



e = 



9Q-) 



«Sl i' + «« i' + «». i 



i/(i) 



Wir setzen nun neuerdings: 



(5) 



A^ 



a 



11 



a 



12 



a 



18 



«81 «1 



22 



a 



23 



«31 «82 «83 



und haben die Voraussetzung: 

(6) An + 0. 

Denn die Voraussetzung § A, (2) ist ihrer Bedeutung nach, wie gegen 
jede lineare Transformation des Parameters § 4^ 5^ auch gegen jede 
lineare Transformation der Koordinaten invariant, da immer wieder 
jedem Parameter ein bestimmter Punkt entsprechen muß und umge- 
kehrt (s. den allg. Beweis hierfür § 24, 3). 

2. Drehung des Teohtwinkligen EoorcLinatensystems. Führt 
man jetzt ein neues konzentrisches rechtwinkliges System O^rit, ein, 
dessen Achsen die Richtungskosinus (x^ißiyi^ ^%ß^y^^ ^ßzVz haben, 
so ist (I § 37, (11)): 

(7) i=-cc^3o + ßiy + yi^, v-^i^ + ß2y + y2^> S=a3^ + Ay + y3^- 

Setzt man hier die Werte (4) ein, so ergibt sich: 



wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

«ii«fi+ «21/^1 +«81^1=«; 
(9) \ ai, «1 + a^ /?! + a82 Yi = a', 

«18 «1 + «28 ft + «88^1 = « ' 



m 



(10) 



«11 «^2 + «21 Ä + «81^2 = V\ 
«12^2 + «22/^2 + «32^2 = ^ 
«18 «2 +«28/^2 + «83^2=*'; 



(11) 



I «ll«3+«2lA+«8iy3^^^ 
j «12«3 + «22 A + «32^3 = ^'' 
' «18 «3 + «88 Ä + «33^8 =" ^• 



3. Verfügung über die Bichtungskosinus. Wir bestimmen nun 
die neun Richtungskosinus, die für drei unabhängige Konstanten zählen, 
aus den Bedingungen: 

(12) c'==0, c"=0; r«0. 

Bezeichnen Aj^^ die ünterdeterininanten von A in (5), so folgt aus 
den beiden ersten Gleichungen (11) mit c'=0, c"=0: 

2* 
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(13) ^«3 "- As? Qß$ =- Aiif Qyi - -^«s; 9* - ^3 + A*3 + A\ 
(4" nach (6)) und dann aus der dritten: 

(14) c - - (+ nach (6)). 

Damit ist die Richtung der g-Achse (bis auf die Pfeilspitze) und die 
Konstante c bestimmt. 

Aus der ersten Gleichung (10) mit V » und der Bedingung 
des Senkrechtstehens der tj- und g-Achse^ also aus: 

folgt nun weiter: 

(15) <y «2 = «21^3— «81^8? <^ß%=^<^9lAz—^llAiy <^y2 = ö^llA8 — OjlAs^ 

(16) <j8 = (flTai ^33 - aai ^33)' + (a^^ Ä^^ - a,, A^^Y + («u As - «21 As)*- 
Es kann also nicht verschwinden; denn sonst wäre: 

-^13 • As • As "^ ^11 ' ^1 • ^81 

und wegen der identischen Gleichung: 

^11 -^13 "I" ^21 As "f" ^81 As ^ ^} 

da auch -4.i3, -4-23, J.33 nach (6) nicht alle verschwinden können: 

< + «21 + < - 0, 
was mit (6) nicht verträglich. 

Danach folgt aus den beiden letzten Gleichungen (10) mittels 

(15) und (13): 

* = 7{ö^i2(öt2lA8-ÖSl A8) + ö^22(»8lAd — «llA3)+»82(«ll A8-«2lAs)} 

(17) - - ^(A;, + A,\ + Ai,) = - ^(+ 0); 

^ ^ ^{^IB (^21 As "~ ^81 As) + ^23 (^81 ^18 ~~ ^11 As) + ^88 (^11 -^28 "" ^21 As) } 

(18) = — ( J.12 ^13 + A2 As + As As) • 

Damit ist die Richtung der i;- Achse und die Eonstanten b, V be- 
stimmt. Die |-Achse ist dann die l^ormale der lyg-Ebene, und mit 
ihren Richtungskosinus sind nach (9) auch die Konstanten a, dj a" 
bestimmt. Dabei muß a + werden, da die drei Gleichungen a =» 0, 
ft" « 0, c' = mit (6) nicht verträglich sind. 

4« Besultat der beiden Eoordinatentransformationen. Bezeichnet 
man die neuen Koordinaten abermals mit x^ y, z und führt wieder 
die homogene Schreibweise ein, so folgt: 



(19) 
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Die Parameterdarstellung der allgemeinen Raumkurve 3. 0. Tcann mit 
iezug auf ein rechtwinMiges Koordinatensystem immer in die *Form 
gä)ra€ht werden: 

> 
QZ = eXf Qt = IX^ + mX + n, 

wo l, m, n eines der Wertsysteme: 

(20) I. 1=1^ m = 0, n = e^', II. 1^1, m = 0,n c^; 

IIL i = 0, m = 1, n = - c; IV. Z « 0, m - 0, w - 1 

bedeuten und: 

(21) ahcn + 0. 

5. Herstellung von zwei gleiohen Koeffizienten. Wegen des un- 
bestimmten Fabtors q können die rechten Seiten der Gleichungen (19) 
mit einem beliebigen Faktor multipliziert werden. Multipliziert man 
sie mit dem nach (21) stets bestimmten Faktor 6* : c* und setzt alsdann 

(22) ^ = ^, 
SO nehmen sie die Form an: 



(23) 






wo ^^ in y und ft in ;gf denselben Koeffizienten b haben. 

Für die Wertsysteme (20) nimmt die rechte Seite der vierten 
Gleichung (23) die Formen an: 

In den beiden letzten Fällen kann man nachträglich alle rechten Seiten 
von (23) wieder mit c : b, bezüglich c^ : 6^ multiplizieren, wodurch /t* 
in y und ft in jgr beide denselben Koeffizienten c, bezüglich c^ : b be- 
halten. Bezeichnet man dann die neuen Koeffizienten wieder mit den 
früheren einfachen Buchstaben, auch be: c wieder mit e und fi mit X, 
so erhält man aus (23) wieder die Formeln (19) mit den Angaben 
(20), nur daß c ^b geworden ist. 

In der Parameterdarstellung (19) der allgemeinen Raumkurve 3. 0. 
kann ohne Beschränkung: 
(24) 6 = c 

genommen werden. 
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Damit ist dann der nach § 4, 9 noch verfügbare Faktor des Pa- 
rameters l bestimmt. 

6. Andere Verfügung über den Faktor des Parameters. Setzt 
man in den Fällen I — III in (20), wo in (19) gt ^ X^ :t ^' ^^^^ 
Qt =^ X — e wird, X = e^ und dividiert dann alle rechten Seiten durch 
e^ oder e, so erhält man: 

oder: 

QX =- ae*(i^ + aefi^ + a'^fi, gy == be(i^ + b'fi, qz — Cft, Qt^(i — 1, 

wo man schließlich die Koeffizienten wieder mit den einfachen Buch- 
staben wie in (19) und fi mit X bezeichnen kann. Man erhält dann 
die Gleichungen (19), nur mit c = 1 in (20). 

In der Parameterdarstellung (19) kann ohne Beschränkung 6eil— III: 

(25) 6-1 

genommen werden. 

Auch damit ist der verfügbare Faktor von X bestimmt.^) 

§ 6. Die allgemeine Raumkurve dritter Ordnung als kubischer 

Kegelschnitt. 

1. Bestimmung eines Eurvenpunktes durcli drei Ebenen. Die 

Auflösung der Gleichungen § 5, (19) der allgemeinen Raumkurve 
3. 0. nach den Potenzen von X gibt mit einem Proportionalitätsfaktor 6: 

6X^-^n[c(bx — a'y) + (aV—a"b)z\, 6X^^an{cy — Va), 
öX = abnUy 6 = a[— Icy + (Z6'— mb)z + bot] . 

Indem man die drei ersten Gleichungen (1) je durch die folgende di- 
vidiert, erhält man die Abhängigkeit des Kurvenpunktes x, y, jgr, t von 
seinem Parameter X durch folgende drei Gleichungen ausgedrückt: 

{c{bx—ay) + (aV-a'b)z]—Xa(cy-'Vz)^0,(cy-Vz)-Xbg^O, 
nbz — Xl — Icy + (IV - mb)z + hct]^0. 

Der dem Parameter X entsprechende Punkt erscheint danach als Schnitt- 
punkt dreier Ebenen (vgl. § 36, 1). 



(1) 



(2) 



1) Es bleiben dann sechs Konstanten a, a\ a'\ b, b\ c, und sechs gehen 
auf das Koordinatensystem, vgl. R. Sturm, Math. Ann. 26 (1886), S. 489; Geom. 
Verwandtschaften 2 (1908), S. 178; H. Schubert, Kalkül d. abzähl. Geom., 
Leipzig 1879, S. 163. 



(4) 
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2. Übergang auf Eegel und Zylinder. Er genügt daher auch 
den durch Elimination von A aus den beiden ersten und beiden letzten 
Gleichungen (2) hervorgehenden Gleichungen: 

ih0{c(hx - ay) + (a'6'- a"b)g} - a(cy - 6'^)»= 0, 
^ ^ \{cy-Vz)[-lcy + (W-mh)z + bct}-nb^z'^^0 

oder geordnet: 

\acY+ (a'6 - 2ah')cyz + {aV^- {aV-a"h)b}z^ - b^cisx^ 0, 
.l(^y^+{mb^2lV)cyz + {W^--(mV-nb)b}is^-bc^yt+bVcigt = 

oder mit neuer Bezeichnung der Koeffizienten: 

(5) «222/*+ 2023^^8? + «38^^— a^^isx = 0, 

(6) hiP^ + 2&23y^ + 633^2?* - b^^yt — b^^zt = . 

Die allgemeine Raumicurve 3. 0. § 5, (19) ist daher der übrige Durch-, 
schnitt eines Kegels (5) und eines Zylinders (6), welche die x- Achse y =» 0, 
xf = gemein haben. 

Diese selbst gehört der Kurve nicht an. Denn die Gleichungen 
(3) führen, je in Verbindung mit der mittleren (2) als linear und 
homogen in cy — b'z und bz betrachtet (vgl. § 7, 9), nur dann bei 
beliebigem l auf die beiden anderen (2) zurück, wenn nicht cy — b'z 
und z beide verschwinden. 

3. Beziehung zwiBChen den beiderseitigen Koeffizienten. Für 

die Verhältnisse der Koeffizienten der Gleichungen (5) und (6) ergibt 
sich aus (4), da nach § 5, (21) a6cn =(= und daher nach (4) und 
(5), (6) a22ai36i,+ 0: 

hl-^l ^hl — 'mb—^W &88 _ Ib'^—mbb' + n b* b^ ^^ 
bii "~ b' 6i8 "" bc ' 6ig ~ bc* ^ &i» *" ^ . 

Umgekehrt ergeben sich aus diesen sieben Gleichungen die sieben 
Verhältnisse: 

?5f «. ?^ ?L == O ««8 ^18— «88 ^8 ^ ^ «88 ^A — 2<»88 ^18 ^8 + «88 ^8 

6***ai,' b aijfti, ' c au&Ä ' 

(R^ j 1 «= ^ ^ 9^8.^1821^2^8 »»_^ ^8 bl \ — 2 &g3 &^g 6^3 -|- 6^3 6^\ 

c &„» 

gerade diejenigen, welche in den rechts überall noch durch 6 divi- 
dierten Gleichungen § 5, (23) sich als wesentlich ergaben. 



(7) 
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Da aber in § 5, (19) nach § 5, (24) ohne Beschränkung c =* & 
genommen werden kann, so fallen die Formeln (7) und (8) vollkommen 
zusammen mit den Formeln § 3, (13) und (11); auch folgen, da 
aicn + und Ojaflisfeig + 0, mit Rücksicht auf den Wert von n in 
(8) die Bedingungen § 3, (5). 

4. Baiunknrve 3. O. und kub. Kegelschnitt. Der kub. Kegelschnitt 
wurde in § 1, 1 als der übrige Durchschnitt eines Kegels und eines 
Zylinders 2. 0. definiert, die eine Erzeugende gemein haben. 

Die allgemeine (stets rationale) BaumJcurve 3. 0. fand ihren Aus- 
druck in der Parameterdarstellung § 4, (1). 

Nun folgt aus § 3, (10), daß jeder kub. Kegdschnitt eine Baum- 
hurve 3. 0., und aus § 6, (5), (6), daß jede Baumkurve 3. 0, ein kub, 
Kegelschnitt ist. 

In der Tat gelten für beide dieselben Gleichungen § 3, (3); (4) 
und § 6, (5); (6) von Eegel und Zylinder, sowie dieselben Parameter- 
darstellungen § 3, (10) und § 5, (19); (24). 

5. Arten der Baumknrve 3. O. Die Einteilung der kub. Kegel- 
schnitte in vier Arten nach ihren drei unendlich fernen Punkten § 2, 7 
und § 3, 2 und 6 überträgt sich demnach auf die allgemeine Raum- 
kurve 3. 0. 

Für die bei dieser letzteren möglichen Fälle ist nach § 5, (20): 

I. 4Zw — m2-4e2>0; IL Un-m^ 4^2<0, Z + 0; 

III. Z = 0, m4=0; IV. Z = 0, m-0; 

und daher nach § 3, 6 die allgemeine Eaumkurve 3. 0. § 5, (19), (24) 
in den vier Fällen § 5, (20) eine kub. Ellipse, Hyperbd, hyperbolische 
Parabel, Parabel. 

6« Vereinfachte Darstellung des kub. Kegelschnittes. Zu den Er- 
gebnissen 4 und 6 ist aber noch ein weiteres getreten. Da nämlich 
für die allgemeine Baumkurve 3. 0. § 4, (1) dwrch geeignete Verände- 
rung des Parameters A und des Koordinatensystems Oxyz ^tets eines 
der vier speziellen Wertsysteme § 5, (20) von l, m, n hergestellt werden 
kann, so war die Darstellung des kub. Kegelschnittes § 3, (10), wo- 
die Konstanten ?, m, n allgemeine Werte mit fünf Unterfällen § 3, (15) 
hatten, noch nicht die einfachste. 

Man kann also nach § 4, (31) einerseits den zweiten Fall III in 
§ 3,(15) weglassen und andererseits in den Fällen I und II in § 3, (15) 
ni ^ setzen^), was eine besondere geometrische Bedeutung hat. 

1) Cremona, Ann. di mat. 2 (1859), S. 205. 
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7. Bedeutung des Versohwindens von m. Nach (7) ist: 

6A 4cln — m* 



Jenachdem dieser Ausdruck positiv (Fall (9) I), negativ (Fälle (9) II 
und III) oder null (Fall (9) IV), ist der Zylinder (6) ein elliptischer^ 
hyperbolischer oder parabolischer Zylinder, Für seine Mittelpunktsachse 

ist (II §11, (7)): 

(11) b^^y + b^z — \ \^t = 0, b^^y + b^^z - ^\zt = 
oder: 

(12) y : ^ : ^ « ftia^s» — \zhz - hihi — ^2^23 ' ^(Pnhz — ^h) • 
Unter der Bedingung: 



(13) 



m = oder nach (8): 613 ^22 "" ^12 ^2s =" ^ 



liegt die Mittelpunktsachse des Zylinders (6) in der Ebene z =^Qy 
oder was, da in (5) a^, = 0, nach § 3, 1 dasselbe ist: 

Die Tangentialebene des Kegels (5) längs der gemeinsamen Erzeu- 
genden der Flächen (5) und (6) ist eine Diametralebene des Zylinders (6), 

8. Einfachste Herstellung der kub. Eegelschnitte. Die Raum- 
kurve 3. 0. oder d^r kub. Kegelschnitt kann in allgemeinster Form 




Fig. 16. 





Fig. 17. 
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erhalten werden als der übrige DurchschniU eines Kegds und eines 
Zylinders, die eine Erzeugende gemein haben, ohne sich längs ihrer 
zu berühren. 

Bei der kub. Ellipse, Hyperbel und Fa/rabd ist der Zylinder be- 
züglich elliptisch, hyperbolisch und parabolisch und die Tangential- 
ebene des Kegds längs der gemeinsamen Erzeugenden eine Diametralebene 
des Zylinders (beim parabolischen eine Parallelebene zur Hauptebene). 
Bei der hyperbolischen Parabel ist der Zylinder hyperbolisch und 
die Tangentialebene des Kegels längs der gemeinsamen Erzeugenden 
einer Asymptotenebene des Zylinders parallel, aber nidU selbst Äsym- 
ptotenebene (also auch nicht Diametralebene). 

Die vier Fälle sind nunmehr durch die Fig. 16 — 19 gekennzeich- 
net, welche die Schnittkurven ä' und k' von Zylinder und Kegel mit 
einer zur a:-Achse senkrechten Ebene O'y'/ in ihrer Lage gegen die 
Achsen y und / angeben. Für die kub. Ellipse in Fig. 16 ist y' nicht 
nur, wie schon in Fig. 10, die Tangente von fc' in 0', sondern geht 
auch durch den Mittelpunkt M von h'. Das Entsprechende gibt Fig. 17 
für die kub. Hyperbel. In Fig. 18, für die kub. hyperbol. Fa/rabd, liegt 
dagegen M nicht auf der Tangente y, während in Fig. l9, für die 
kub. Parabel, wiederum der unendlich ferne Mittelpunkt M von A' 
auf y liegt, also y der Hauptachse der Parabel h' parallel ist. 

9. Einfachste analytische Darstellung. In bezug auf ein recht- 
winkliges Koordinatensysteifi Oxye ist der allgemeine kub. Kegdschnitt 
gegeben durch die Parameterdarstellung seiner Punkte; 

QX^ aX^+ a'A^+ a"A, 

Qy ^ b}}+ VX, 

QZ = cX, 

Qt — U'-f- mX + w, 
wo: 

(15) a&cw + O, 

und gleichzeitig als DurchscJinitt des Kegels und Zylinders: 

(16) acY+io,^^ - 2aV)cyz + {aV^- a'bV + a'b^)z^ -Vczx = 0, 
(ll)lc^y^+{mb'-2lb')cyz + (lV^--mbV+nb^)z^-b(?yt+bVczt^0. 

Er ist eine kub. Ellipse; Hyperbel; hyperbolische Parabel oder Paräbd, 
jenachdem: 

( I. ? = 1, »w =- 0, w = e^; n. ? = 1, w = 0, w «« — c*; 

^ ^ im. Z = 0, m - 1, n == - 6 oder IV. Z - 0, w =- 0, w = 1. 



(14) 
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Seine unendlich fernen Punkte haben die Fa/rameter: 

(19) I. A = cx>, ei, — 6i; IL A = oo, e, — e; IIL l =« od, oo, e; 

IV. X — c», (X>, cx) . 

OAn^ Beschränkung kann entweder: 

(20) 6 -= c oder c = 1 
genommen werden, 

IL Kapitel. 

Bestandteile des kubisclieii Kegelschnittes. 

§ 7. Die SduniegangsebeneiL. 

1. Die zugrunde zu legende Darstellung. Wir legen zur weite- 
ren Untersuchung nunmehr die Parameterdarstellung § 6, (14) der afl- 
gemeinen Raumkurve 3. 0. im rechtwinkligen Koordinatensystem Oxyz 
zugrunde: 

(1) (>a; = aA'-}-a'A^ + a"yl, Qy = bX'^+b'X, qz^cX, Qt = lk^+mX + n. 

Jeder Punkt der Kurve ist durch seinen Parameter X vollständig ge- 
kennzeichnet und kann daher kurz als „Punkt A" bezeichnet werden.^) 
Die Gleichungen (1) sind nach § 6, (1) auch in der Form dar- 
stellbar: 

(2) <y^'«yi, «J^^-y«; <i^-yz, ^'-Vij 

^^ Vi? y^y Vzj Vi ^^^ Abkürzungen gebraucht sind für die in x, y, 0, t 
linearen Funktionen (s. § 35, (3)): 



(S) j"' — 



n { c(l[)x — a'y) + (a'V — a"b)z } , y, « an{cy -— Vz) , 



y3«= abnz, 2/4= «{— cly + (b'l — - bm)z + bct]. 

2. Die Verbindungsebene dreier Kurvenpunkte. Für einen 
Punkt A,. der Kurve haben die rechtwinkligen Koordinaten die Werte 

(1) mit yl = A,., die mit ihnen gebildeten Funktionen (3) aber nach 

(2) bis auf einen gemeinsamen Faktor die Werte: 

(4) j/i = V; y^-K^ yz-Kj y^-'i^- 

Nun stellt die Gleichung (s. § 24, (28)): 

(5) yi - (^ + '^2 + ^3)^2 + (^2^3 + hh + ^1^2)^3 - ^i^2^3y4=' 

mit Rücksicht auf (3) eine Ebene in laufenden Koordinaten rr, y, z, t 
dar. Sie wird aber ersichtlich identisch erfüllt, wenn man für y^, y,, y^, ^4 



1) W. Fr. Meyer, Apolarität und rationale Kurven (1883), S. 48. 
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die Werte (4) mit i =» 1, 2 oder 3, oder was dasselbe ist, für Xj y, Zy t 
die Koordioaten der drei Punkte X^, X^ oder A3 der Kurve setzt. 

Die Gleichung (5) stellt also die Verbindungsebene der drei Punkte 
Xj, >L„ Aj dar; sie lautet, nach x, y, z, t geordnet: 

(6) bcnx -{-[all^X^X^— an{X^ + Xj+ X^ — a'n]cy 

— afecA^AgAg^ = 0. 

3. Tangentialebenen« Fallen von den drei Punkten, die eine 
Ebene nach § 4, 3, 1 mit der Kurve gemein hat, zwei in einen 2usammen^ 
so wird die Ebene eine Tangentialebene in diesem Punkte, ihrem Be- 
rülirungspunkte. In jedem Punkte X der Kurve gibt es 00^ Tangential- 
ebenen, die ein Büschel bilden. Jede einzelne hat außer ihrem doppelt 
zahlenden Berührungspunkt X noch einen Punkt X^ mit der Kurve ge- 
mein und hat als Verbindungsebene der drei Punkte JL^ = A, A, = X,. 
Aj = Aq nach (5) und (6) die Gleichung: 

(7) y, - (2X + X,)y, + X(X + 2X,)y, - xn,y^ ^ 0, 
oder ausführlich geschrieben: 

(8) bcnx + {alX^X^ — an{2X + Xq) — a'n]cy 

+ {a(bm'-VV)XnQ+abnX(X + 2XQ) + ab'n(2X + X^) + (aT-'a'b)n}z 

— abcX^X^t^ 0. 

4. Schmiegungsebenen. Fallen die drei Punkte, die eine Ebene 
mit der Kurve gemein hat, alle drei in einen zusammen, so wird die 
Ebene eine Schmiegungsebene in diesem Punkte, ihrem Schmiegtmgs- 
punkt In jedem Pimkte X der Kurve gibt es eine Schmiegungsebene. 
Sie hat als Verbindungsebene der drei Punkte X^=^ X, A^ = X, Xj = A. 
nach (5) und (6) die Gleichung: 

(9) yt-SXy, + 5X'y,-X^y,^0, 
oder ausführlich: 

(10) bcnx + (alX^ — 3anX — a'n)cy 

+ [a{bm — yi)X^ + 3abnX^+3aynX + (a'V-a''b)n}z — abcXH = 0, 

* 

5« Farameterdarstellung der Schmiegungsebenen« Für die Ko- 
ordinaten Uj V, w, s der Schmiegungsebene im Punkte X folgt aus (10) 
mit einem Proportionalitätsfaktor 6: 

6u = &CW, 6v = c{alX^ — 3anX — a'n), 

(11) \ 6w = a{bm - VX)X^ + 3abnX^ + 3a6'nA + {ab' — a''b)n, 
6s = — abcX\ 
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Da hierin die Determinante der Koeffizienten von A*, X*, X^, X^ 
•den Wert (ahcny hat, also nach § 6, (15) von verschieden ist, so 
folgt wie in § 4, 1; 2, daß die Beziehung zwischen Parameter X und 
Ebene u, v, w, s wechselseitig - eindeutig ist. Jedem Parameter X ent- 
spricht eine „Schmiegungsebene X" und umgekehrt. 

Die Auflösung der Gleichungen (11) nach den Potenzen von X 
gibt ebenso wie in (2), (3) mit einem Faktor q: 

(12) 9 = Vi, —^qX = v^, 3qX^ = v^, ^qX^^v^, 

wo v^j v^, v^, v^ als Abkürzungen gebraucht sind für die in u, v, u;, s 
linearen Funktionen (§ 35, (4)): 

(13) Vi == au, v^ = a'u + bv + Is, v^ = a"u + Vv + cw; + ms, v^ == ns. 

6. Die Elasse der Baumkurve 3. O. Soll eine Ebene (11) durch 
einen gegebenen Punkt: 

(14) XU + yv + zw + ts =-= 

•des Raumes hindurchgehen, so muß X der Bedingung entsprechen (§4, 3): 

(15) a{cly + (bm — b'l)z — bct)X^ + %abnzX^ — 3an(cy - b'z)X 

+ n{bcx — - acy + {aV — a"b)z) = 0, 

wo wiederum die vier Koeffizienten der Potenzen von X nach § 6, (15) 
für keinen Punkt x, y, z, t alle verschwinden können. 

Durch jeden gegebenen Punkt des Raumes gehen daher drei Schmie- 
gungsebenen der Baumhurve 3, 0. hindurch. 

Die Baumhurve 3. Ordnung ist auch von der 3, Klasse^) (s. § 24, 10). 

7. Der Schnittpunkt von drei Schmiegungsebenen. Mit Rück- 
sicht auf (13) stellt die Gleichung: 

(16) 3X1^2^3^1 + (XjXj + A3A1 + X^X^)v^ + {Xy^ + ^2 + X^)v^ + 3^4 = 

in laufenden Koordinaten u, v^ w, s einen Punkt dar (vgl. (5)). Sie 
wird aber identisch erfüllt, wenn man für t\, Vj, v^, v^ die Werte: 

(17) ^1=1^ v^ = — 3 A,., Vj =« SXi, t;^ = — Xi 

mit i « 1, 2 oder 3 (vgl. (4)) einsetzt oder, was wegen des Zusammen- 
hanges der Gleichungen (11) und (I2) dasselbe ist, für u, v, w, s die 
Koordinaten der drei Schmiegungsebenen X^j X^, X^, 

Die Gleichung (16) stellt also den Schnittpunkt der drei Schmie- 
gungsebenen >li, Aj, A3 dar; sie lautet, nach m, t?, w, s geordnet (vgl. (6)): 



1) H. Schröter, Oberfl. 2. 0. u. Raumkurven 3. 0. (1880), S. 272. 
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(18) {3al,X^X^ + a\X^X^ + l^k^ + X^X^) + a\X^ + X^ + X^))u 

+ {b{X,X^ + X^X, + X,X,) + h\X, + X, + X^)]v 
+ c{Xi + X^ + X^w 

8. Tangentenpunkte und Sohmiegnngspunkte. Fallen von den 
drei Schmiegungsebenen, die nach 6 durch einen Punkt gehen ^ zwei 
zusammen, A^ = Aj = X, während der dritte Xj =« Aq getrennt bleibt, 
so wird der Punkt ein ,yTangentenpunlct in der Schmiegungsehene X" 
und seine Gleichung nach (16): 

(19) axn,v^ + X(X + 2X,)v, + (2X + X,)v, + Zv^ = 0. 

Fallen endlich alle drei Schmiegungsebenen, die durch einen 
Punkt gehen, zusammen, X^ =» Aj = Xj « A, so wird der Punkt ein 
„Schmiegungspunkt in der Schmiegungsebene ^" und seine Gleichung 
nach (16): 

(20) X\ + X\ + Xv^ + ^4 - 0. 

Da hier nach Einsetzung der Werte (13) die Koeffizienten von 
w, v, w, s mit den rechten Seiten von (1) übereinstimmen, ist der 
SchmiegungspunU in der Schmiegungsebene X der Punkt X der Baum- 
hurve. 

Wie also zu jedem Punkte X der Raumkurve eine Schmiegungs- 
ebene (11) gehört, so gehört auch zu jeder Schmiegungsebene X ein 
Punkt (1) der Raumkurve. 

Die Raumkurve ist als Inbegriff ihrer Punkte und Schmiegimgs- 
ebenen sowohl durch die Gleichungen (1) wie durch die Glei- 
chungen (11) bestimmt. 

9. Darstellung der Baumkurve durch drei Gleichungen. Die 

Gleichungen § 6, (2), die den Punkt X der Raumkurve als Durch- 
schnitt von drei Ebenen bestimmen, lauten mit den Abkürzungen (3): 

(21) y^ - Xy^ - 0, y^- Xy^ = 0, y, - Xy^ = 0. 

Durch Elimination von X aus je zwei Gleichungen (21) ergibt 
sich, daß jeder PunM der BaumJcurve 3. 0. auf den drei Flächen 
2. 0, liegt: 

(22) /•- y^y^ -y\-0, g^ y^y^ - yty4. - 0, ä =- y^y^ -yl-0. 

Die erste und dritte Fläche sind der schon § 6, (3) erhaltene 
Kegel und Zylinder. Aus ihren Gleichungen: 

y^y» - ys^s == O, y^y^ - y^y^ « 
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folgt nun, indem man sie als linear und homogen in y^ und ^3 auf- 
faßt, daß entweder t/g =* und ^3 = oder die Determinante y^y^ — ^3^2^^ 
(I Anm. 2, I, (7)). Jeder auf der ersten und dritten Fläche (22) lie- 
gende Punkt liegt daher auch auf der zweiten, es sei denn, daß für 
ihn y2^ und t^s = oder nach (3) t/ *■ 0, ;2r =» 0, daß er also auf 
der gemeinsamen Erzeugenden von Kegel und Zylinder § 6, (3) liegt. 
Die Hinzufügung der mittleren Gleichung (22) ermöglicht also die 
Ahscheidung dieser gemeinsamen Erzeugenden (§ 6, 2) von der Ge- 
samtschnittkurve von Kegel und Zylinder. 

I. Jeder allen drei Gleichungen (22) genügende Funkt ist ein Punkt 
der Baumkurve 3. 0., und jeder Funkt der Raumkurve genügt aUen 
drei Gleichungen (22), 

In diesem Sinne ist die Raumkurve 3. 0. durch die drei Glei- 
chungen (22) mit der Bedeutung (3) von y^, y,, yj, y^ dargestellt. 

Das Entsprechende gilt für die Schmiegungsebenen. Es folgen 
zunächst aus (12) die Gleichungen: 

(23) 3i;^ + Iv^ - 0, v^ + Xv^ = 0, v^ + %Xv^ = 

und durch Elimination von X die Gleichungen von drei Flächen 2. Klasse: 

(24) F = ^v^v^ — t;3 = 0, G - Qv^v^ - t?,t?3 - 0, H^ 3t;jt?^-t?J« 0. 

II. Jede allen drei Gleichungen (24) genügende Ebene ist eine 
Schmiegungsehene der Raumkuroe und umgekehrt. 

10. Die unendlich ferne Ebene als Bestandteil der Baumkurve. 
Die vorstehenden Entwicklungen 1 — 9 gelten für allgemeine Werte von 
Z, m, n in (1). Nach den Angaben § 6,(18); (19) über die besonderen 
Werte, welche Z, m, n für die einzelnen Arten der kub. Kegelschnitte 
haben, ergibt sich nun aus den Begriffen in 2 — 4: 

I. IL Bei der kub. Ellipse und Hyperbel ist die unendlich ferne 
Ebene die Verbindungsebene dreier getrennter Punkte der Kurve. 

III. Bei der hyperbolischen Farabel ist sie diejenige Tangentialebene 
in dem doppelt zählenden Punkte >l >» 00, die noch durch den Punkt 
X ^ e geht, 

IV. Bei der Farabel ist sie die Schmiegungsehene im Punkte X « 00. 
In der Tat folgt auch aus (11), wenn man zunächst die Werte 

§ 6, (18), IV für Z, m, n einsetzt und dann X=«oonimmt: w, v,w,s^ 0, 0, 0, 1 
(I § 47, (7)). 

11. Asymptotenebenen. Ist die Schmiegungsehene in einem 
(reellen) unendlich fernen Punkte der Kurve nicht die unendlich ferne 
Ebene selbst, so heißt sie eine Asymptotenebene, 
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I. Die kub. Ellipse hat nach § 6, (19) eine Asymptotenebene, 
deren Gleichung sich aus (10) für Z — 1, w — 0, n — e* ergibt, wenn 
alsdann X » cx> gesetzt wird: 

(25) cy--Vss- bot ^ 0. 

IL Die knb. Hyperbel hat drei Asymptotenebenen, deren Glei- 
chungen sich aus (10) fiir Z — 1, w = 0, n — — e* ergeben mit X — oo, 
£e, wo € «- ± 1 ist: 

cy — 6'j? — 6c^ — 0, 

6ca?— (4afie+a')cy+(4a&'fie+3a6e'+a'6'— a"6)jef+a6c6C^«0. 

in. Die kub. hyperbolische Parabel hat /swei Asymptotenebenen, 
deren Gleichungen sich aus (10) für Z =■ 0, m — 1, n = — c ergeben 
mit iL -= oo und X ^ e: 

Z — et ^Oy 

bcx — {Zae+ a')cy + (2a6c*+3a6'6+a'&'— a"6)i6f+a&Cß*^-0. 
IV. Die kub. Parabel hat ^na Asymptotenebene. 
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§ 8. Sehnen, Achsen nnd Tangenten. 

1. Begriff und Gleichungen der Sehne. Die Verbindungslinie 
zweier Punkte Aj^ und X^ der Raumkurve 3. 0. heißt eine S^ne (vgl. 
§ 4, S, H). 

Indem man sie als Schnittlinie der Ebenen il^, ilj, A, » und 
^1} ^27 ^8 = ^^ ^^ § ^7 (^) äuffaß^^ erhält man als Gleichungen der 
Sehne X^^X^i 

<i) Vi - {K + ^2)y2 + Khy^ - O; y2 - (^ + ^2)2/3 + ^ ^2/4 -- 0. 

Es folgt also mit Rücksicht auf § 7, (3): 

Die Gleichungen der Sehne X^X^ der Kurve § 7,(1) sind in lau- 
fenden PunMkoordinaten x, y, z, t: 

pca:--{a(Ai+A2)+a'}cy+{a&AiAj+a6'(Ai+l2)+a'6'--a''6}£r==0, 

WX^X^--n)cy+[Q)m---b'l)X^X^ + bn{X^ + X^+Vn]z—bcX^X^t'=^0. 

2. Begriff und Gleichungen der Achse. Die Schnittlinie zweier 
Schmiegungsebenen X^ und X^ der Raumkurve 3. 0. heißt eine Achse}) 

1) W. F. Meyer, Apolarität und rationale Kurven, Tübingen 1883, S. 47; 
R. Sturm, Zeitschr. Math. Phys. 40 (1896), S. 2; Reye, Geom. d. L. 2 (1892), 
S. 202; „Linie in zwei Ebenen" bei A. Cayley, J. de math. (1) 10 (1845), S. 245; 
,,Doppelachfle" bei H. Schubert, Kalkül d. abzähl. Geon\., Leipzig 1879, S. 163; 
„Biplanare" bei Th. Reye, Geom. d. Lage 2 (1907), S. 28; „Schmiegungsachse" 
bei Sturm, Geom. Verwandtsch. 1 (1908), S. 314. 
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Indem man sie als Verbindungslinie der beiden Punkte ansieht, 
durch welche die drei Schmiegungsebenen l^, l^X^ — O und X^, ilj, X, = oo 
in § 7, (16) hindurchgehen, werden die Gleichungen der Achse l^xl^: 

<3) Ai Ag», + (X, + X^)v^ + 3»^ - 0, 3Xi X,vi + (^ + X^)v, + », = 0, 

I 

oder mit den Werten § 7, (13): 

Die Gleichungen der Achse k^ x l^ der Kurve § 7, (1) sind in 
laufenden Ebenenkoordinaten u, v, w, s: 

[aX^X^ + a"(^i + h)]u + {^Kh + V{k^ + X^)]v + c{X, + X^)w 

+ {IX,X^ + m{X^ + x;) + 3n}5 = 0, 

{^aX^X^ + a\X^ + X^) + a'']u + {&(Ai + X^) + 6'}i; + cw 

Jr{l{X^ + x;) + m]s^ 0. 

3. Sehne durch einen Funkt. Für die durch einen gegebenen 
Punkt x^ y, z, t gehende Sehne ist nach (1) mit den § 7, (22) ein- 
geführten Abkürzungen: 

(5) l:^{X^ + X^):X^X^^f:g:h, 

so daß Aj und X^ die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

(6) fX^-^gX + h^O 

werden. Da deren Koeffizienten aber nach § 7, 9, 1 nur für einen Punkt 
der Raumkurve selbst alle drei verschwinden können, so folgt: 

Durch jeden nicht auf der Baumkurve selbst ligenden Punkt des 
Baumes geht eine bestimmte Sehne der Kurve (die Kurve hat einen 
,,scheinbaren Doppelpunkt"). 

Die Sehne heißt eine eigentliche oder uneigentliche ^ jenachdem 
ihre Endpunkte X^ und X^ reell oder konjugiert imaginär sind. 

4. Achse in einer Ebene. Für die in einer gegebenen Ebene 
u, V, w, s liegende Achse folgt aus (3) mit der Bezeichnung § 7, (24): 

(7) X^X^ :-(Xi + Xi):l=H:G:F 
und daher die quadratische Gleichung: 

(8) FX^ + GX + H^ 

und wie vorhin naot § 7, 9, II: 

In jeder Ebene des Baumes^ die nicht selbst Schmiegungsebene ist, 
liegt eine bestimmte Achse der Baumkurve, 

5. Begriff und Gleichungen der Tangente. Wenn die beiden 
Punkte X^ und X^ der Kurve, welche die Sehne verbindet, in einen 
Punkt X zusammenfallen, so geht die Sehne in die Tangente im Punkte 
X über. Aus (2) folgt alsdann: 

Staude: Enbisohe Kegelschnitte 3 



(9) 
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Die Gleichungen der Tmigente im Punkte X der Baumkurve § 7, (1) 
sind in laufenden Punktkoordinaten: 

hex -{2aX + a') cy + {all* + 2 aVl + aV — a"&);? =» 0, 

Ql^ - n) cy + {(6m - VV)\^ + 2 6nA + Vn)z-- hcXH = 0. 

Wenn die beiden Schmiegunsebenen X^ und Xj, die eine Achse be- 
stimmen, in eine Schmiegungsebene X zusammenfallen, so geht die 
Achse in die Tangente in der Schmiegungsebene X über. Aus (4) folgt 
alsdann: 

Die Gleichungen der Tangente in der Schmiegungsehene X der Raum" 
kurve § 7, (1) sind in laufenden Ebenenkoordinaten: 

{{aX + 2a')Xu + Q)X + 2V)Xv + 2cXw + {}X^ + 2mX + ^n)s^0y 

^ M(3aX« + 2 aX + a")u + {2hX + V)v + cw + (21X + m)s « 0. 

6. Farameterdarstelliing der Tangenten. Die Tangenten (9) 
und (10) sind identisch. Denn die aus beiden Darstellungen (9) und 
(10) berechneten Strahlenkoordinaten (I § 48, (3); (8'); (10)) sind die- 
selben, und zwar ergibt sich: 

Die Strahlenkoordinaten der Tangente der Raumkurve § 7, (1) im 
Punkte X und in der Schmiegungsebene X sind bis auf einen Faktor q : 

QPn ^bcX^y ppji = — (2a>l + a')cX^, Qp^^ = {abX^ + 2aVX + aV — a" V) A*, 

(11) . Qp^^ = alX^ -h 2 amX^ + (3 an 4- a'm — a"T)X^ + 2 a'nX + a^'n^ 

, Qp^^ ^ {hm — b'l)X* + 2bnX + Vn, Qp^^ « — c(lX^ — n), 

7« Linearer Komplex der Tangenten. Die Strahlenkoordinaten (11) er- 
füllen identisch in X die Gleichung: 

(12) — (San — a'm + a" /)p„ + {bm — ft'Qpgi — clp^^ + ^^Pii — ^'<^P%a 

+ (a 6' — a"6)^54=«0. 

Die Tangenten der Baumkurve gehören alle dem linearen Komplex (12) an. 
Bezeichnet man den Koeffizienten von j9^j in (12) mit a^^ii ^o ist: 

(13) D = a,8ai4 + «si ««4 + «nC's* = — 3a&cn . 

Der lineare Komplex (12) ist daher bei positiv orientiertem Koordinatensystem 
Oxyz positiv oder negativ gewunden (II § 87, 6), jenachdem: 

(14) a5cw«<0 oder >0. 

8. Der Sohraubensinn der Baumkurve. Eine cftirch die Parameterdar- 

Stellung: 

(15) x = (p{X), 2/=i/>(i), z = xQ') 

gegebene Baumkurve überhaupt hat in jedem Punkte X einen bestimmten Schrau- 
bensinn (I § 32, 7), der positiv oder negativ ist, jenachdem die Determinante: 

(16) ^ = 



x' 


X X 


y' 


y" y'" 


z' 


z" «'" 
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in der x\ x'\ x*'\ t/', ... die 1., 2. und 3. Differential quotienten nach X bedeu- 
ten, positiv oder negativ ist. 

Beim Obergang zu homogenen Koordinaten, wo an Stelle von (16): 

(17) x = qp(X), t/ = ^(X), Z^x{X\ t=(ü{X) 

und in (16) x:t, y:t, z:t an Stelle von x^ y, z tritt, wird nach einfacher De- 
terminantenumformung : 



(18) 



z/ = — 



X x' x" x"* 



y y y y 

z z' z'' z'" 



was mit *=1, t' = «" = e'" = wieder in (16) übergeht. 

Für die Raumkurve 3. 0. § 6, (14) wird nun aus (18) unter Berechnung der 

Differentialquotienten : 

^-«v . traben 

(19) J=r. -^ 

Die Baumhurve 3. 0. § 6, (14) hat hei positiv orientiertem Koordinatensystem 
Oxyz in, allen ihren Funkten^) positiven oder negativen Schraubensinn, jenachdem^ 
wie in (14): 

(20) a6cn<0 oder >0. 

9. Fol und Folarebene. Jeder lineare Komplex: 

(21) ««i?« + CilPil + «l|i>ll + «I4JP14 + ai4i?S4 + «S4JP84 = 

bestimmt eine involutorische reziproke Verwandtschaft im Räume, bei der je ein 
Punkt und ein Ebene als Pol und Polarebene einander entsprechen. Zwischen 
den Koordinaten x, y, z, t von Fol und u, v, w, s von Folarebene bestehen die 
Beziehungen (II § 86, 5; 6):^ 

QU^ «112/ — «81^ + «14*1 <fX==- «84«^— «14«^.+ «IS«. 

QV= — aiiX +a88^ + «S4^ ^3/ = — «84«* +«14«' + «81« 



(22) 



QW^ a^^x — a^^y +«84*^ ^^'= 

Q8 =^ — a^^x — a^^y — a^^z\ 



a^^u — a^^v 



+ «ij». 



et = — «ts^ 



a»i«^ 



«18 w^; 



(23) 



die einen sind die Auflösungen der anderen, mit zwei Froportionalitätsfaktoren 
Q und 6. 

Für den Komplex (12) lauten diese Beziehungen: 

^1* == — cly — (6m — b'T)z -\- bct, 

QV = clx — {^an — a'm 4- a'l)z — act^ 

pw= (bm — b'l)x + {San — am + a'1)y -f- {ab'— a'b)t, 

gs = — bcx -\- aey — {ab' — a'b)z\ 

6x «= {a'V — a"b)v -|- acw — {San — am -\- a"V)s, 

ay = — {a'b' — a'b)u-{- bcw -\-{bm — b'J)s 

az = — a'cu — bcv — eis, 

at = {San — a'm -\- a"l)u — {bm — b'l)v -{-clw. 



(24) 



1) R. Baltzer, Anal. Geom., Leipzig 1882, S. 475. 

2) Möbius, J. f. Math. 10 (1833), S. 320; Werke 1, S. 494. 
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I. Wir nennen die hierdurch verbundenen Elemente x, y, z, t und u, v, tv, s 
Pol und Polar ebene in bezug auf die Bautnkurve 3. 0. § 7, (1), da sie auch für 
diese eine selbständige von dem Komplex unabhängige Bedeutung haben, die 
sich später (§ 29, 1; 14; § 35, 2) ergeben wird, nämlich: 

II. Die Polarebene U eines Punktes P ist die Verbindungsebene der Schmiegungs- 
punkte der drei durch P gehenden Schtniegungsebenen (§ 7, 6); der Pol P einer 
Ebene 11 ist der Schnittpunlt der Schmiegungsebenen dir drei in TI liegenden 
Kurvenpunkte (wie beim ebenen Kegelschnitt die Polare p eines Punktes P die 
Verbindungslinie der Berührungspunkte der zwei durch P gehenden Tangenten 
und der Pol P einer Geraden p der Schnittpunkt der Tangenten der zwei in p 
liegend en Kuryenpunkte) . 

10. AehBe in der unendlich fernen Ebene. Mit den Koordinaten 
u, v,w,s=^ 0, 0, 0, 1 der unendlich fernen Ebene wird nach § 7, (13): 

(25) t?i = 0, v^ = i, ^8 = w, v^ = n 
und nach § 7, (24): 

(26) F l^, G Im, H^ 3Zn - m\ 

sodaß nach (8) folgt: 

Die in der unendlich fernen Ebene liegende Achse der Raumkurve 
3, 0. § 7, (1) ist durch die quadratische Gleichung bestimmt: 

(27) m^ + ImX + (m* - 3?w) = 0. 

11. Parallele Schmiegungsebenen. Für die kub. Ellipse und 
Hyperbel wird die Gleichung (27) nach § 6, (18): 

(28) l. X^-^e^^ 0; IL X« + 3c« - 0, 
und für die beiden Wurzeln l^ und X^ ist: 

(29) Ai + Ag =- 0, X^X^ 3 se^ 

mit £ == 1 für die Ellipse und £ = — 1 für die Hyperbel. Aus (4) 
folgt daher: 

Die Gleichungen der in der unendlich fernen Ebene liegenden Achse 
der hub. Ellipse (a = 1) oder Hyperbel (e = 1) (§ 7, (1); § 6, (18)) lauten: 

(30) a'u + 6t; = 0, (—9 ase^ + a')u + b'v + cw^O. 

I. Bei der kub. Ellipse sind die beiden durch diese Achse gehenden 
Schmiegungsebenen : 

(31) Aj ey% Ag - ej/3 

reell und, da sie eine unendlich ferne Gerade gemein haben, parallel, 
und folgt aus § 7, (10) und § 6, (18), I: 

Die Gleichungen der beiden parallelen Schmiegungsebenen^) der kub. 
Ellipse sind: 

(32) c(bx - ay) + (9abe^ + aV - a'b)^ ± SYSabcet = 0. 

1) Cremona, Ann. di mat. 2 (1859), S. 204. 
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11. Die Jcuh. Hyperbel, bei der die beiden durch die Achse (30) 
gehenden Schmiegungsebenen nicht reell sind, hat Jceine parallelen 
Sdimiegungsehenen. 

IIL Bei der Jcuh. hyperbolischen Parabel § 6, (18), III hat die Glei- 
chung (27) die Doppelwurzel X = oo. Die in der unendlich fernen 
Ebene liegende Achse wird daher die Tangente in der Schmiegungs- 
ebene A = cx), die zu dem doppelt zählenden unendlich fernen Punkt 
A - oo der Kurve (§ 6, (19), III) gehört. 

Die kub. hyperbolische Parabel hat eine unendliche ferne Tangente. 

Ihre Gleichungen lauten nach (9) mit Z = 0, m=«l, n = — e und 
dann A =« cx) : 
(33)^ ;? = 0, f == 0, 

und die zugehörige Schmiegungsebene ist nach § 7, (27): 

(34) 0-ct^O. 

IV. Bei der Jcub. Parabel § 6, (18), IV verschwinden alle Koeffi- 
zienten der Gleichung (27), wie denn nach § 7, 10, IV die unendlich 
ferne Ebene selbst Schmiegungsebene ist und die Ausnahme von Satz 4 
eintritt. 

12. Die Asymptoten der kub. Eegelsohnitte. Ist die Tangente 
in einem unendlich fernen Punkte der Kurve nicht selbst unendlich 
fem^), so heißt sie eine Asymptote. 

I. Die kub. Ellipse hat eine Asymptote, die Tangente in dem ein- 
zigen unendlich fernen Punkte A « cx) (§6, (19), I). Ihre Gleichungen 
sind nach (9) mit ? = 1, m — 0, n = e^] A == oo: 

(35) y — 6^ = 0, ;2r = 0. 

IL Die liub. Hyperbel hat drei Asymptoten, die Tangenten in ihren 
drei unendlich fernen Punkten A «= oo, A = £e (f «= ± 1) (§ 6, (19), II). 
Ihre Gleichungen lauten nach (9): 

(36) y^bt^O, z^O: 
bcx — (2 ase + a') cy + {abe^ + 2 aVse + a'V - a"b)z = 0, 

2 cy - 2 (656 + V)z — bct = 0. 

III. Die Tcub. hyperbolische Parabel hat (vgl. 11, (33)) eine Asym- 
ptote, die Tangente in ihrem einfach zählenden unendlich fernen Punkte 
A = e (§6, (19), III). Ihre Gleichungen lauten nach (9): 

bcx — (2 ae + a")cy + (abe^ + 2 aVe + aV - a'b)0 = 0, 

< 

cy — (be + b')z — bcet = 0. 
1) Schröter, Oberfl. 2. 0. (1880), S. 308. 



(37) { 



(38) 
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IV. Die kub, Parabel hat keine Asymptote, da die Tangente in 
dem dreifach zählenden unendlich fernen Punkte A =» oo (§6, (19), IV): 

<39) z^O, t^O 

im unendlichen liegt. 

§ 9. Die Sehnenkegel. 

1. Begriff des Sehnenkegels. Eliminiert man l^ aus den Glei- 
chungen der Sehne A^ A^ in § 8^ (1); so erhalt man^ mit A statt X^, 
für den Ort aller durch den Punkt X der Eurye gehenden Sehnen: 

(1) (yi - ^y,) (y. - ■lyJ - (y* - ^y>y = o 

oder^ nach l geordnet mit Benutzung der Abkürzungen § 7 , (22): 
•(2) X'f+Xg + h=^0. 

Der Ort ist nach seiner Entstehung ein Kegel und nach seiner Glei- 
chung von der 2. Ordnung: 

Die Sehnen, die einen festen Funkt X der Raumkurve 3. 0. mit 
dien übrigen Funkten der Kurve verbinden, bilden einen Kegel 2. 0., 
den „Sehnenkegel des Punktes X". 

3. Gleichung des Sehnenkegels in gemeinen Koordinaten. Setzt 
man in die drei Ausdrücke § 7, (22) die Werte § 7, (3) ein, so wird 
mit Unterdrückung des gemeinsamen Faktors — an: 

ff^a{cHy^+(bm-2b'l)cy0 + (b^n-bb'm + b'H)3^-bc^yt + bb'c0t], 
g= acHy^ — ({an — am)b + {2a V — a''b)l)cyz 
(3)| + {abVn — {aV - a'b){bm - b't))z^ — {bm - Vl)bczx - bcHxy 
+ b^(?xt-abc^yt^{aV-a'b)bczt, 
h^n{ach/+(a'b-2aV)cyz + (ab'^-abV + a'b^)z^-'b^czx]. 

Denkt man sich wiederum diese Werte in (2) eingesetzt, so hat man 
die Gleichung des Sehnenkegels des Punktes X der Raumkurve 3. 0. 
§ 7, (1) im rechtwinkligen System Oxyz. 

Man erhält sie auch aus den Gleichungen § 8, (2j durch Elimi- 
nation von X^ und mit X für X^, in der Form: 

(4) { bcx - {aX + a)cy + {aVX + aV - a'b)z] 
x{clXy + ({bm — b'l)X + bn)z — bcXt]—an{cy — (bX + V)z}^ ^ 0. 

Nach den Koordinaten geordnet, nimmt sie die Form an: 
wo die Koeffizienten nach (2) und (3) die Werte haben: 
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(6) a^j - {alX^ + all + any, a^^ = a{b^n - iVm + 6'»?)^* 

+ abb'n - (a 6' - a"6)(6m - Vl))k + (a6'« - alV + a"6«)w, 

2«28 = {a(iw-2fe7)A2-((aw-a'm)6+(2a 6'-a"6)0A+(a'6-2a60w}c, 
2a8i == ~~ &<?((ft^ — &'^)^ + ^**)? Sa^a = — hcHk, 2a^^ « Vc^l, 
2a24 = — 6c^(aA + o!)K ^a^i = bc(ab'k + a'6' — a"6)A. 

3. Allgemeine Beschaffenheit des Sehnenkegels. Der Sehnen- 
kegel irgend eines (reellen) Punktes A enthält nach seiner Entstehung 
in 1 die ganze Raumkurve. Er ist stets ein reeller eigentlicher Kegel 
2 0., da er die von A nach den übrigen reellen Punkten hinlaufenden 
reellen Sehnen enthält, und die Raumkurve 3. 0. nach § 4, 3, I nicht 
in einem Ebenenpaar enthalten sein kann (s. § 31, 4). 

Da der Punkt A, von dem der Sehnenkegel ausgeht, seine Spitze 
ist, so hat er im allgemeinen eine endliche Spitze. Er wird nur dann 
ein Zylinder, wenn der Punkt X einer der unendlich fernen Punkte 
der Raumkurve ist. 

4. Die Sehnen^ylinder. Ein reeller eigentlicher Zylinder 2. 0. 
ist elliptisch oder hyperbolisch oder parabolisch, je nachdem er die 
unendlich ferne Ebene in einem imaginären oder reellen Geradenpaar 
oder einer Doppelgeraden schneidet (II § 99, (31)). Dieses Geraden- 
paar entsteht aber bei dem Sehnenzylinder A, indem der unendlich 
ferne Punkt k mit den andern unendlich fernen Punkten der Kurve 
verbunden wird. Daher ergibt sich aus § 6, (19) sofort, was für 
Sehnenzylinder bei den vier Arten der Raumkurve vorhanden sind. 

I. Die Tcub. Ellipse hat nur einen, und zwar einen elliptischen Seh- 
nenzylinder. 

Seine Spitze und zugleich der Doppelpunkt seines unendlich fer- 
nen imaginären Geradenpaares ist der Punkt A = cx) {E^ in Fig. 11, 
S. 11). 

IL Die Jcub. Hyperbel hat drei hyperbolische Sehnenzylinder. 

Ihre Spitzen sind die drei Punkte A = cx), e, — e {E^^ E^, E^ in 
Fig. 12), ihre unendlich fernen reellen Geradenpaare bestehen aus je 
zwei Seiten des Dreiecks der drei Punkte. 

III. Die ]cub. hyperböl. Parabel hat einen hyperbolischen und einen 
parabolischen Sehnenzylinder. 

Der hyperbolische hat als Spitze den doppelt zählenden unend- 
lich fernen Punkt X = oo {E^ = E^ in Fig. 13) und als unendlich 
fernes Geradenpaar die Tangente im Punkt A = cx> und dessen Ver- 
bindungslinie mit dem einfach zählenden unendlich fernen Punkte 
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;t » e {E^ in Fig. 13). Der parabolische liat als Spitze den Punkte 
2. ^ e und als unendlich ferne Doppelgerade dessen Verbindungslinie 
mit dem Punkte A » oo. 

IV. Die Jcub, Parabel hat war einen, und zwar parabolischen Seh- 
nenzylinder, 

Seine Spitze ist der dreifach zählende unendlich ferne Punkt 
k = oo (JSj = -B, = JEj in Fig. 15) und seine unendlich ferne Doppel- 
linie die Tangente im Punkte A = c». 

5. Der Sehnensylinder A » cx). Die Sehnenkegel (2) der Punkte 
A = und A « cx), mit den Gleichungen: 

(7) Ä - : a(?y'+ (a 6 - 2 aV)cyz + {aV^ - a'66' + a''V)z^- b^czx = 0^ 

(8) /•-0:c2Zy«+(6w~267)cy;^+(6»n-66'm+6'«Z)jp»-&cV^+&&c;9^=0^ 

sind der Kegel und Zylinder, als deren Durchschnitt die Raumkurve 
§ 7, (1) schon in § 6, (16); (17) erhalten wurde (die Bedeutung der 
Fläche öf = vgl. (37)). 

Der Zylinder (8) ist in der Tat, wie zu § 6, (4); (6) bei § 6,. 
(10) bemerkt, für den Fall I von § 6, (18) stets dliptisch, für die 
Fälle n und III hyberboUsch, für den Fall IV parabolisch. 

Seine Mittetpunläsachse ist nach § 6, (11); (7): 

cly + {\bm - Vl)z - \bct =» 0, 
{\bm - Vl)cy + (b^n - bVm + VH)z + \bVct = 

oder auch: 

(9) l{cy - Vz) + \ b{mz — et) = 0, \m{cy — V z) + bnz « 0. 

6. Der elliptische Zylinder der kub. Ellipse. Aus (8) und (9) 
folgt nun sofort: 

I. Der dliptische Zylinder der Jcub. Ellipse § 6, (14); (18), I istr 
' (10) c^y^ - 2Vcyz + {pH^ + V^)z^ - bc^yt + bVczt = 0, 

und seine MittdpunTdsachse: 

(11) y^\bt = 0, Z^O. 

7. Die hyperbolischen Zylinder der kub. Hyperbel. Durch 
Umkehr des Vorzeichens von e^ in (10), sowie aus (5), (6) mit k^ se 
(£ = ± 1) geht hervor: 

n. Die drei hyperbolischen Zylinder der kub, Hyperbel § 6, (14); 
(18), II sind: 

(12) (?y^ - 2Vcyz - (b'e^ - V^)z^ - bc^yt + bVczt = 0, 
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(13) a:c*y^ ^{(lee + V){aBe- a) - {aVse + a'V - a"h) ) cyz 

- («fte» -a'V + a"b)(b£e + h'Y + hcQ>£e + V)gx -h<?xy 
+ h*(?xt - (ase + a')hc^yt + (ab'ee + a'V — a"V)hcet = 

und ihre Mittelpunktsa/ihsen (II § 94, 1; 3): 

(14) y - \U, z = 0; 

(15) cy — (bee + V)z — hct = 0, 

cQ>x — a'y) — {abf? — aV + (i'V)z + dbceet = 0. 

8. Die Zylinder der kub. hyperbolischen Parabel. Aus (8) und 
(9), sowie aus (5), (6) mit k = e ergibt sich: 

in. Der hyperbolische und parabolische Zylinder der hob. hyperboL 
Farabd § 6, (14); (18), III sind: 

(16) cyz — Q>e + V)z^ - c^yt + Vczt - 0, 

(17) ac^y^ - 2a{be + b')cyz + a(be + bjz^ - b^c^xt 

+ (ae + a)bc^yt — {aVe + aV - a'b)bczt = 

und ihre MittelpunJdsa^hsen: 

(18) y - (2be + V)t ^0, z — ct^O] 

(19) cy - (be + V)z = 0, ^ - 0, 
die letztere unendlich fern. 

9. Der parabolische Zylinder der kub. Parabel. Endlich folgt 
aus (8) und (9): 

IV. Der parabolische Zylinder der hob. Parabel § 6, (14); (18),. 
IT ist: 

(20) bz^ -~ c^yt + Vczt = 

und seine wnendlich ferne Mittelpunktsachse: 

(21) jgr « 0, ^ =«= 0. 

10« Durchschnitt zweier beliebiger Sehnenkegel. Die Sehnen- 
kegel irgend zweier Punkte A^ und X^ der Raum kurve (Aj 4= ^2) l^aben 
nach (2) die Gleichungen: 

(22) Ai Y +k^g + h^O, A3 Y + A,^ + Ä = 0. 

Jeder Punkt der Durchdringungskurve der beiden Kegel genügt beiden 
Gleichungen. Diese haben aber, wenn nicht gleichzeitig: /* = 0, g =^0^. 
A = (§ 7, 9, I) ist, zur Folge: 

(23) /•:^:Ä = l:-(A, + ^2):^i^- 
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Da aber nach § 7, (22) identisch: 

(24) fy^ + gy^ + hy^ = 0, fy^ + gy^ + Ay^ « 

ist, so genügt jeder Punkt, für den die Proportion (23) gilt, den 
Gleichungen § 8, (1) der Sehne k^X^, Jeder Punkt der Durchdringungs- 
kurve der Kegel (22) liegt also entweder auf der Raumkurve oder 
auf der Sehne A^Ag, oder: 

Die RaumJcurve 3. 0. ist in Verbindung mit irgend einer ihrer 
Sehnen der vollständige Durchschnitt der m den, Endpunkten der Sehne 
gehörigen Sehnenkegel. 

11. Durchschnitt der Sehnenkegel X » und >l » cx). Die Dar- 
stellung (7); (8) und § 6, (16); (17) der Raumkurve 3. 0. entspricht 
daher der Auswahl der beiden besonderen Sehnenkegel A = und A == cx> 
unter allen möglichen Sehnenkegeln. 

Der Sehnenkegel A = cx) ist Sehnenzylinder. Bei der kub. EUipse 
und Parabel steht nach 4, I, IV nur ein solcher Sehnenzylinder zur 
Verfügung; bei der kub. Hyperbel ist A = oo einer von drei gleich- 
berechtigten hyperbolischen Zylindern; bei der kub. hyperbolischen 
Parabel ist mit A = <x> der hyperbolische Zylinder neben dem para- 
bolischen ausgewählt. 

In wieweit auch der Kegel A == ein besonders ausgezeichneter 
Sehnenkegel ist, wird in § 11, 4 näher erörtert werden. 

12. Tangenten, Schmiegungsebenen und Sehnenkegel. Die Tan- 
gente im Punkte A der Raumkurve ist, als Verbindungslinie zweier 
unendlich benachbarten Punkte A, A' (§ 8, 6) der Kurve, eine Er- 
zeugende des Sehnenkegels A in 1. Die Schmiegungsebene im Punkte 
A ist als Verbindungsebene dreier benachbarten Punkte A, A', A" (§ 7, 4) 
auch Verbindungsebene zweier benachbarten Erzeugenden AA' und AA" 
des Sehnenkegels A und daher dessen Tangentialebene längs der Tan- 
gente AA'.^) Es folgt also (s. d. analytischen Beweis § 26, 14): 

Die jßchmiegungsehene A" ist die Tangentialebene des „Sehnenkegels 

V^ längs der „Tangente A", die auf ihm liegt 

» 

13« Asymptoten, Asymptotenebenen und Sehnenzylinder. Die 
Asymptoten § 8, 12 und Asymptotenebenen § 7, 11 stehen daher zu 
den Sehnenzylindern 4 in folgenden Beziehungen: 

I. Die Asymptote § 8, (35) der kvih. Ellipse liegt auf dem ellip- 
tischen Zylinder (10), und die Asymptotenebene § 7, (25) ist dessen 
Tangentialebene längs der Asymptote. 

1) R. Sturm, Geom. Verw. 1 (1908), S. 313. 
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IL Die drei Asymptoten § 8, (36); (37) der hub. Syperbd liegen 
je auf einem der drei hyperbolischen Zylinder (12); (13) und die drei 
Asymptotenebenen § 7, (26) sind deren Tangentialebenen längs der 
Asymptoten. 

III. Die Asymptote § 8, (38) der Icub. hyperbolischen Parabel liegt 
auf dem pa/raholischen Zylinder (17) und die zweite Asymptotenebene 
§ 7, (27) ist dessen Tangentialebene längs der Asymptote. Die unr 
endlich ferne Tangente § 8, (33) der kub. hyperbolischen Parabel liegt 
auf dem hyperbolischen Zylinder (16) und die erste Asymptotenebene 
§ 7, (27) der Kurve ist dessen Tangentialebene längs der Tangente 
§ 8, (33), d. h. die eine Asymptotenebene des hyperbolischen Zylinders (16). 

IV. Die unendlich ferne Tangente § 8, (39) der Icub. Pardbd liegt 
auf dem parabolischen Zylinder (20), der längs dieser Tangente die 
unendlich ferne Ebene als Tangentialebene hat. 

14. Fläohenbündel durch die Baumkurve 3. O. Wie die Raum- 
kurve 3. 0. auf dem Kegel (2) liegt, so liegt sie nach § 7, 9, I auch 
auf jeder der oo' Flächen 2. 0.: 

(25) Qf+ag + th^O, 

wo Qiöit zwei beliebige Parameterverhältnisse bedeuten. Diese Flä- 
chen bilden ein y,BUndeV'. 

Es kann aber auch keine andere Fläche 2. 0. geben, welche die 
Raumkurve ganz enthält. Denn jede Fläche 2. 0. kann man sich 
mittels der linearen Fuilktionen § 7, (3) in der Form dargestellt denken: 

(26) b^^yl + b^^yl + b^^yl + b^^yl + 2b^^y^y^ + 2b^^y^y^ +2b,^yiy2 

+ 2&u2/i2/4 + 262,1/2^4 + 2&34y8y4==0 (§ 31, 1). 

Soll alsdann die Kurve auf ihr liegen, muß die durch Einsetzung der 
Werte § 7, (2) entstehende Gleichung: 

(27) b,,X^ + 622^* + b,,X' + b^ +2 6,3 X« + 2&31X* + 2b,,l' + 2&,,X» 

+ 262,A« + 263,^ = 
identisch in k erfüllt sein, also: 

(28) 6,1=^0, 6,2-0, 622 + 2631 ==0, 628 + ^4 = 0, 
^33 + 2624 = 0, 63, ==0, 6,, = 0. 

Damit nimmt aber die Gleichung (26) die Form an: 

(29) 622 {y\ - 2/1 2/3) + 2 614 (t/i y^ - y^ t/3) + ^33 {vl - 2/2 vd = 0, 

die nach § 7, (22) mit q^ 6, x für —633, — 26^4, —632 in (25) übergeht. 
Jede durch die Raumkurve gehende Fläche 2, 0. muß dem Bündel 
(25) angehören. 



(30) 
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Mit Kücksicht auf (3) hat die Gleichung (25) in den rechtwink- 
ligen Koordinaten die Form (5) mit folgenden Werten der Koeffizienten: 

2a^^ = c[a{bm—2Vl)Q—{{an'-am)b + {2aV—a'b)l)6+(a'b—2ab')nr}, 
2«8i = — hc{{bm — b'l)6 + bnr), 2ai^ ^ — bcHö^ 2a^^ = b^c^ö, 
2a^^ - — bc\aQ + aö), 2a^^ = bciab'q + (a'6'- a"b)6). 

15. Art der einzelnen Flächen des Bündels. Die Art der Fläche 
2. 0. (25) oder (5), (30) hängt wesentlich Ton der Determinante der 
Fläche ab. Die Determinante der Fläche (25) hat, insofern man nach 
§ 7, (22) y^, yg, y^y y^ als Variable ansieht^ wie wir aus § 31, (7) 
vorwegnehmen, den Wert: {qx — 6^Y, Da nun die Determinante der 
Substitution § 7, (3), durch die (25) in (5), (30) übergeht, den Wert 
a^b^c^n^ hat, so ist die Determinante der Fläche (5), (30), insofern 
man rc, y, Zy t als Variable ansieht (II § 138, (17)): 

(31) Ä = S\Qr-ö'yy S-a^J'^cV. 

Reelle Flächen 2. 0. (5) mit positiver Determinante Ä sind aber 
(11 § 99, (31)) notwendig einschalige Hyperboloide oder hyperbolische 
Paraboloide. Ä ist aber positiv, so oft: 

(32) ^tr- 0*4=0. 

Ist dagegen: 

= 0, 

A2, (j « A, r - 1 

setzen, worauf die Fläche (25) wieder in den Sehnenkegel (2) des 
Punktes X übergeht. Also: 

Eine durch die Baumkurve 3, 0, gehende Fläche 2. 0. ist entweder 
ein Sehnenkegel oder ein einschaliges Hyperboloid oder hyperbolisches 
Paraboloid. 

16. Bedeutung der Fläche g =^ 0* Setzt man in den Gleichun- 
gen der Sehne X^X^ im § 8, (2): ^i = A, Ag = — A, so erhält man für 
die Sehne A, — A: 

t [bcx — a'cy + (a'V -'a"b)z] — X^abz = 0, 

^^^^ ^n{cy-Vz) + X^{lcy + {bm-b'V)z-bct]^0, 

und durch Elimination von A*: 



(33) 


QX — 6^ 


80 kann man: 




(34) 


A oder p = 
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(36) {hcx-a'cy + (a'V-a'b)z}[lcy + {bm-yi)0-hct} 

+ ahmicy — 6' jer) = 

oder nach (3): 

(37) ^ = 0. 

Die Fläche (37) ist der Ort aller Sehnen, die zwei Punkte der 
Kurve mit entgegengesetgten Parametern k und — X verbinden. 

Die unendlich ferne Kurve der Fläche (36) zerfällt, wenn m = 0, 
in das Geradenpaar: 

(38) [Q){cx-'a"e)-a\cy-Vz))l + alnz){cy-h'z)^Q, ^ = 
und, wenn 1 = 0, in das Geradenpaar: 

(39) [(b{cx — a''z)-a\cy—'b'z))m-\-an{cy'-'l'z)]z^O, t = 0. 

Die Fläche (37) ist daher in allen Fällen § 6, (18) ein hyperbolisches 
Pardboloid. 

Da die zweite Gleichung (35) mit w == die Form: 

{n + W){cy — Vz)-X^bct^O 

«rhält, so sind die Sehnen A, — A in den Fällen m = alle parallel 
der Ebene: 

(40) cy-Vz^O. 

17. Alle Bündelflächen gleichseitig. Die Fläche (5) ist gleich- 
seitig (II § 100, (13)), wenn: 

(41) aji + a22 + «83 = 0. 

SoU diese Bedingung mit den Koeffizienten (30) identisch in p, 6, x 
bestehen, muß sein: 

(42) Z(&'« + c«)-6& w + 6'w = q, 

(43) {a'Q>'^'^c')^a"bV)l-{ab'-a"b)bm\abVn = % 

(44) a(&'* + O - (a'6' - a 'b)b - 0. 

Die Bedingung (42) ist mit Z = 1, m = 0, n == e* und Z « 0, m = 0, 
n=\ nicht erfüllbar nach § 6, (15). Für ? = 0, m = 1, w = — e 
führen die Gleichungen (42)— (44) auf: be + b' = 0, ae^ -\-a'e + a'^ 0, 
«c* « 0, was ebenfalls mit § 6, (15) nicht verträglich. Es bleibt also 
pur der Fall der kub. Hyperbel mit Z « 1, m = 0, w «= — 6^ in § 6, (18), II. 
Dann wird aus (42)— (44): 

(45)6'« + c2«=&V; (46)be^a-b\ae' + a') = 0,Va-b{ae^ + a')^0. 

Da aber die Gleichungen (46) linear und*homogen in a', — (a^^-f-a") 
sind, während ihre Determinante nach (45) 6^e^ — 6'* = c^ + ist, so 
folgt: 
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Bei der Mb, Hyperbel § 6, (14); (18), II sind alle durch sie hin- 
durchgehenden Flächen (5), (30) gleichseitig, wenn: 

(47) ae« + a" = 0, a'= 0, 6V-fc'* + c« 

Insbesondere sind alle Sehnenkegel und die drei hyperbolischen Zy- 
linder (12) und (13) gleichseitig. Die Kurve heißt dann gleichseitige 
Tcub. Hyperbel (s. § 16, 7). 

§ 10. Die Aclisenkegelsclinitte. 

1. Begriff des Achsenkegelsohnittes. Eliminiert man A, aus den 

Gleichungen einer Achse X^ X Ag in § 8, (3), so erhält man, mit k statt 
JLj, für den Ort aller in der Schmiegungsebene k liegenden Achsen l 

(1) (3At;i + v;){kv^ + 3t;J - {kv, + r,)« « 

oder, mit den Abkürzungen § 7, (24): 

(2) k^F+kG + H=^0, 

Der Ort ist nach seiner Entstehung eine ebene Kurve und nach seiner 
Gleichung von der 2. Klasse: 

Die Achsen, in denen eine feste Schmiegungsebene k von allen übrigen 
Schmiegungsebenen geschnitten wird, umhüllen eine Kurve zweiter Klasse^\ 
den „AchsenJcegelschnitt in der Schmiegungsebene k^^ oder „Schmiegungs- 
Kegelschnitt^' ^) (dual zu § 9, 1). 

2. Gleiohung des Achsenkegelschnittes in gemeinen Eoordi- 
naten. Setzt man in die drei Ausdrücke § 7, (24) die Werte § 7, (13) 
ein, so wird mit ümkehrung aller Vorzeichen: 

^F = - (3aa'' -a'^)u^ + b^v^-3acwu-(3aV -2a'b)uv 

— (ßam-2a'l)us + 2blvs + lh^, 
G = a'a"u^ + bVv^ + bcvw + a'cwu + {a'V +• a'b)uv 

— (9an — a'm — a'l)us + (bm + b'l)vs -f clws + Ims'^, 
H= a" V + 6' V + c^w^ + 2b'cvw + 2a''cwu + 2a"b'uv 

— (^an—2a"m)us—{?>bn — 2Vm)vs-\-2cmws — {^ln—m^)s'^^ 

Denkt man sich wiederum diese Werte in (2) eingesetzt, so hat 
man die Gleichung des Achsenkegelschndtes in der Schmiegungsebene 7i 
der Baumkurve § 7, (1) in Ebenenkoordinaten des rechtwinkligen Systems 
Oxyz. 



(3) 



1) MöbiuB, Werke 1, S. 122 (1827V 

2) H. Schröter, Math. Ann. 25 (1884), S. 293. 
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Man erhält sie auch aus den Gleichungen § 8, (4) durch Elimi- 
nation von Ig und mit A für l^ in der Form: 

(4) (3aAw + (au + bv + ls)){{a'u + 6'«; + cw? + ms)l + Sns) 

— {{a u -\-'bv + ls)X + {a' u + V V + cw + ms))^ == 0. 

Nach den Koordinaten geordnet, nimmt sie die Form an:. 

(5) feiiW* + 622 1;^ + \^w^ + 2\^vw + 2h^^wu+2h^^uv 

+ 2\^US+2\^V 8+21^^108 + 1^8^ = 0, 

wo die Koeffizienten nach (2) und (3) die Werte haben: 

(6) 6i, = -(3aa"-a'2);L»+aV'X + a"^ \^=^hn^ + WX + V\ K = (^\ 
2628 = Q)X + 2V)c, 26si =• (-3aX2 + a'A + 2a'0c, 

2fei2 = - (3a6' - 2a'6) A^ + (a'6' + a"6) A + 2a"6', 

2fej^^ (3am — 2a'Z)A2~(9an — a'm — a'7)A — (3aw — 2a"m), 

2&24 = 26U^ + {hm + VI) X - (36n - 26'm), 

26s4 = c(lk + 2m), l^ = V}}+lmk — {Un - m^). 

3. Endliche und unendlicli ferne Achsenkegelsohnltte. Dual 
entsprechend dem Sehnenkegel § 9, 3 ist der Achsenkegelschnitt 8tet$ 
ein reeller eigentlicher Kegd8chniU (§ 31, 4), also, so oft er einer 
endlichen Schmiegungsebene X angehört, eine Ellip8e, Hyperbel oder 
Parahel. 

Die unendlich ferne Ebene kommt als Schmiegungsebene nach 
§ 7, 10 nur bei der kub. Parabel vor, entsprechend dem Parameter 
A = 00. Da zugleich nach § 6, (18), IV Z = 0, m = 0, n == 1 wird, 
so folgt aus (4): 

Der in der unendlich fernen Ebene liegende Äch8enJcegel8chnitt X^ 00 
der kub. Parabel hat die Gleichung: 

(7) 3au(a''u + b' v + cw) - {au + bvf = 0. 

4. Parabeln als Achsenkegelsohnltte. Der in einer endlichen 
Schmiegungsebene X liegende Kegelschnitt (5) ist (II § 104, (2)) eine 
Parabel, wenn er mit: 

(8) 644 = VX^ + lmX—{^ln-m^) « 

die unendlich ferne Ebene als Tangentialebene hat. Dieselbe quadra- 
tische Gleichung (8) bestimmte aber § 8, (27) die beiden durch die 
unendlich ferne Achse gehenden Schmiegangsebenen X. Es folgt daher 
aus § 8, 11: 
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I. Unter den Achsenkegelschnitten der kub. Ellipse befinden sich 
sswei Parahdn, die in den beiden parallelen Schmiegungsebenen: 

(9) A = ± 6]/3 
liegen. 

II. Die kub. Hyperbd hat unter ihren Achsenkegelschnitten Iceine 
Parabeln, 

III. Bei der kub. hyperh. Pardbd ist nur ein Achsenkegelschnitt 
«ine Paräbd, der in der Schmiegungsebene A = oo des doppelt zäh- 
lenden unendlich fernen Kurvenpunktes, der einen der beiden Asym- 
ptotenebenen liegt. 

IV. Bei der kub. Parabel sind aUe Achsenkegelschnitte, außer 
(7), Pardbdn. 

5. Unterscheidung der Ellipsen und Hyperbeln. Wenn im 

Gegensatz zu (8): 

(10) b^ + 0, 

SO ist der Kegelschnitt (5) ein Mittelpunktskegelschnitt (II § 104, 5), 
also nach 3 eine Ellipse oder Hyperbel. 
Die Determinante 

(11) S=\b,,\ 

der Fläche 2. Kl. (5) hat, da diese ein Kegelschnitt ist, den Wert 0. 
Bei verschwindender Determinante B haben aber die Hauptunter- 
determinanten 3. Grades JB^, B^^, JB33, B^, soweit sie nicht ver- 
schwinden, dasselbe Vorzeichen (JI § 79, (9)); dasselbe Vorzeichen hat 
dann auch die Summe (H § 102, (19)): 

(12) Bo' = JSii + ^22 + ^38 • 

Nun berechnet sich aus (6): 

(13) B,, = - (-|&c«)^ 
so daß (§ 6, (15)) stets: 

(14) Bo'<0. 

Der Kegelschnitt (5) ist aber (11 § 104 (21)) eine Ellipse oder 
Hyperbel, je nachdem: 

(15) Bo'6^>0 oder < 0, 
also nach (14): 

(16) &44<0 oder 6^>0. 

Für die drei ersten Arten § 6, (18) ist der Koeffizient h^^ in (6): 

(17) I. 6^ = A« - 3e«; IL 644 = il* + Ze\ HI. ft^^ = 1 . 
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I. Bei der Tcub. Ellipse ist der Achserikegdschnitt X eine Ellipse oder 
Hyperbel, je nachdem: 

(18) ;L«<3e« oder X*>3cl 

Den Übergang bilden die Parabeln in den Schmiegangsebenen (9). 

II. Bei der küb. Hyperbel sind alle Achsenkegdschnitte Hyperbeln. 
IIL Bei der kub. hyperb. Parabel sind sie, mit Ausnahme einer 

Parabel für X = oo, nur Hyperbdn}) 

6. Begriff des MittelpunktskegelsohnitteB. Die Koordinaten des 
Mittelpunktes der Fläche 2. Kl. (5) sind allgemein (II § 101, (13)): 

(19) ä; : y : ;? : ^ =- 6i4 : ^24 : &84 : b^. 

Da aber die Koeffizienten b^^, b^^, b^^, b^ in (6) vom zweiten Grade 
in X sind, so folgt:] 

Der Ort der Mittelpunkte aller Achsenkegelschnitte ist wieder ein Kegel- 
schnitt, der „Mittelpunktskegdschnitif^ der Baumkurve 3, 0. 

7. Der Mittelpunktakegelsohnitt der kub. Ellipse und Hyperbel. 

Für die kub. Ellipse {a == 1) und Hyperbel (« = — 1) lautet die Para- 
meterdarstellung des Mittelpunktskegelscbnittes nach (19); (6) und 
§ 6, (18): 

x^2aX^-{QaBe^-a')X--^ase\ y^2bX^ + VX-UBe\ 

z^cX, ^ = 2(A* — 3fie>). 

Seine zwei Schnittpunkte mit der Ebene: 

(21) ux -^ vy -{• WZ -{• st^^ 

bestimmen sich aus der quadratischen Gleichung: 

1 2(a w + 6v + s)X^ + (— (9a£e« — a)u + ft't? + cw^X 
^^^^ l - ZBe\au + 6t; + 2s) = 0. 

Sollen die Koeffizienten dieser Gleichimg alle verschwinden: 

fa'w + 6t; + s = 0, — (9afiß' — a)u + 6't; + et«; = 0, 
^^^^ ( aw + 6t; + 1^5 = 0, 

müssen t*, v, w;, s bis auf einen Faktor die Werte haben: 

(24) u = bc, t; = — ac, w = (dase^ — a")6 + aV, 5 — 0. 

I. Der Mittelpunktskegdschnitt (20) liegt in der Ebene: 

(25) c{bx - ay) + (9abs^ + aV - a''b)z = 0. 

1) Cremona, Ann. di mat. 2 (1869), S. 202ff. 

Stande: KubiBche Kegelschnitte ^ 
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In jeder andern Ebene hat er nur zwei Punkte, ist also ein 
eigentlicher Kegelschnitt. In der unendlich fernen Ebene m =« 0^ 
t?«=0, «? = 0, 5=1 hat er nach (22) die getrennten Punkte: 

(26) X«~3£e» = 0. 

IL Daher ist der MMelpunktsJcegelschniU bei der kiib. EUipse («*=•!) 
eine Hyperbel und bei der kub. Hyperbel (^ = — 1) eine JEUipse. 

111. Bei der kub. Ellipse ist die Ebene (25) der MittdpunktshyperbeL 
(20) den beiden parallelen Schmiegungsebenen § 8, (32) parallel. 

Die Mittelpunkte der elliptischen Achsenkegelschnitte (18) liegen 
auf dem einen, der hyperbolischen auf dem andern Zweig der Hy- 
perbel (20)1). 

S. Der Mittelpunktskegelsohnitt der kub. hyperb. Parabel. Mit 

den Werten § 6, (18), III nehmen die Gleichungen (19) nach (6) die 
Form an: 

ly = l(6A + (366 + 26')), ^ - c, t = 1. 

Für die Schnittpunkte mit der Ebene (21) ergibt sich die qua- 
dratische Gleichung: 

— 3auX* + {{9ae + a)u + bv)X 

,+ (ßae + 2a)u + {Ue + 2V)v + 2cw + 2 s) = 0, 

die für die Ebene w, v,w,s ^ 0, 0, 0, 1 die Doppelwurzel X« c» hat 
und nur für eine Ebene w = 0, t; = 0,M?«l,5 = — c identisch wird. 
Der Mittelpunktskegelschniü bei der kub. hyperb, Parabel ist eine 
Parabel in der Ebene: 

(29) ^-c^-O, 

der einen Asymptotenebene § 7, (27). 

Bei der kub. Parabel zieht sich der Mittelpunktskegelschnitt (19) 
nach (6) mit ? = 0, m = 0, w=l auf die unendlich ferne Gerade: 

(30) z^O, t^O 
zusammen, die Tangente § 8, (39)*). 

9. Schnittpunkte der Ebene des MittelpunktskegelBohnittes mit 
der Baumkurve. Für die drei Schnittpunkte der Ebene (25) mit der 
Raumkurve ergibt sich durch Einsetzen der Werte § 7, (1) in (25) 
die kubische Gleichung: 

(31) X{X^ + 96e^^0, 

1) Cremona, Ann. di mat. 2 (1869), S. 208ff.; J. f. Math. 68 (1861), S. 146. 

2) Schröter, Oberfl. 2. 0. (1880), S. 322. 



(28) 
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Die Ebene des MiUdpunMskegelschnittes schneidet die hob, Ellipse 
(£"=1) in einem redien Punkte >L = 0, die Jcub. Hyperbel (£ = — 1) in 
drei reellen Punkten : 

(32) jl = 0, JL « ± 36. 

Die Ebene (29) schneidet als Schmiegungsebene dreifach im 
Punkte A = (X) . 

, 10. Der Mittelpunktskegelschnitt ein Ejreis. Die unendlich 
fernen Punkte des Kegelschnittes (20) haben neben ^ == die Ko- 
ordinaten: 

(33) a:«3a6e^-(9a6e«-a")A, y^Uee^ + VX, z^cX-, X^^%ee\ 
Für £ = — 1 sind sie imaginär und ist: 

(34) x' + y^ + z^^^ 3e« { (9 ae^ + a")' + 6'' + c* - 3 (a'« + b^) e^ 

± 2((9ae« + a')a + bb')YSei]. 
Sie liegen beide auf dem imaginären Kugelkreise: 

(35) a:» + y^ + ^^ = 0, 
wenn der Ausdruck (34) verschwindet, oder: 

Der MiMelpunUskegelschnitt der Tcub, Hyperbel § 6, (14); (18), II 
ist ein Kreis, wenn: 

(36) (9a62+O'+*''+c'-3(a'«+6')c^«0, (9ae2+a")a'+66'=0. 

11. Der Mittelpunktskegelschnitt eine gleichseitige Hyperbel. 
Für 6 = 1 sind die Punkte (33) reell und haben, den beiden Werten 
von X entsprechend die Koordinaten: 

(37) X = 3aVT (9ae*- a")e]/3, y = 36e2+6'e')/3, z==^±ceYi. 

Sie sind harmonische Pole des imaginären Kugelkreises (35), wenn 

9a V - 3(9ae« - a'Je^ + 96V - 3V^e^ - 3c»e«= 0, 
oder: 

Der Mittelpunktskegelschnitt der kub. Ellipse § 6, (14); (18), I ist 

eine gleichseitige Hyperbel, wenn: 

(38) (9ae2 - a'J + V^ + c» - 3(a'^ + V") e^^O 

12. Eub. Hyperbel mit lauter gleichseitigen Achsenhyperbeln. 
Bei der kub. Hyperbel sind nach 6, II alle Achsenkegelschnitte (5) 
Hyperbeln. Dabei haben die Unterdeterminanten: 

(39) /J^ = \^b,^ - bl^, /355 = b^^b^ - fe|^, ß^^ = 633 b^ - b^ 
mit Z == 1, m = 0, w = — e* nach (6) die Werte: 

4* 
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(40) 



-4|3^ = 4aa"A* + 12oa'cU» + (27aV + 18aa"c«-a"»)i» 

+ 2(9ae» - a") ae*X + (3 a'»c» - 4a"')e*, 

-ißü &'«A»-266'eU + (36V-4fe'»)e», 

-ißt, cU«-4cV. 

Die Hyperbel (5) ist aber gleichseitig (II § 104, (20)), wenn: 
(41) ßo-/3« + ft5 + /3e,-0. 

Soll diese Bedingung für alle Werte A erfüllt seiu^ müssen nach (40) 
die Gleichungen bestehen: 

aa"-0, aaV-0, 27aV+ 18 aaV-a"«- 6'«- c*=-0, 
oder da ahce 4= 0: 



a 



0, a'==0, 6'==»0, 27aV-c» = 0, 36V-4c« = 0: 



jFtfr die Ä:i*6. Hyperbd § 6, (14); (18), II sind alle Achsenkegelschnitte 
gleichseitige Hyperbeln, wenn: 

(42) a-0, a"=0, fe'-O, fe2=36aV, c« = 27aV. 

Da hiermit die Bedingungen (36) erfüllt sind, so folgt: 

Bei der Hyperbel (42) ist der MittelpunUskegdschnitt ein Kreis, 

13. Fläohensoharsoliar der Sohmiegungsebenen. Dual zu § 9, 14 

folgt im Anschluß an (2): 

Jede Fläche 2. Klasse der Schar schar: 

(43) qF+^G + xH^Q 

enthält alle Schmiegungsebenen der Raumkurve 3, 0. als Tangentialebenen 
und es gibt auch keine anderen solchen Flächen. 

Die Gleichung (43) hat die Form (5) mit folgenden Werten der 
Koeffizienten: 

' 6,, = -(3aa"-a'«)() + aa'<?4-a"^r, b,, = b^Q + bb'^ + V^t, 

b,, = c\ 2b,,^(b6 + 2Vr)c, 
^^31 == (— 3 «() + öt'iJ + 2a'r)c, 

(44) {2b,^ = -{3ab'-2ab)Q + (aV + a''b)6+2a''Vt, 

2^4^ (3am-2a7)() — (9an — aw-a ';)(?— (3a n-2a'm)r, 

2&24 = 2blQ + (bm + Vl)6-^ (Sbn -2Vm)t, 

.2634 = c(i(J + 2mx)y b^ =- Vq + Ima — (3Zw — m^)x. 
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Unter der Bedingung § 9, (33) geht die Fläche (43) wieder in 
den Achsenkegelschnitt in der Schmiegungsebene mit dem Parameter l 
in § 9; (34) über. Andernfalls ist sie eine eigentliche Linienfläche 
2. Kl. (§ 31, 3), bei der kub, Farabd (i = 0, m^^Oib^^O) insbeson- 
dere stets ein hyperbolischer Parabdoid. 

14. Bedeutung der Fläohe G'^ 0. Setzt man in den Gleichun- 
gen der Achse k^xX^ in § 8, (4): Xi=-JL, ^2 = — X, so erhält man 
für die Achse Ax — X: 

X\au + bv + ls)-3ns^0, 

3aul^ + (a''u + b'v + cw + ms) ^Oy 

und durch Elimination von k^: 



(45) {_ 



(46) {au+ bv + ls){a"u + b'v + cw-\- ms) -— Qanus = 

oder nach (3): 

(47) G-0. 

Alle Ebenen, die büschelweise durch eine Achse A X — X gehen 
sind also Tangentialebenen der Fläche (47), die Achsen selbst folg- 
lich Erzeugende, oder: 

Die Fläche 2. RL (47) ist der Ort aller der Achsen, in denen sich 
zwei Schmiegungsebenen von entgegengesetzten Parametern k und — l 
schneiden, 

Sie ist, da der Koeffizient Im von s^ nach (3) für alle Fälle 
§ 6, (18) verschwindet, immer ein hyperbolisches Paraboloid. 

§ 11. Scheitelpunkte, Scheitelelemente, Scheitel- und Achsen- 

durchmesser. 

1. Begriff des Scheitelpunktes. Eine Asymptote der Raumkurve 
3. 0. ist nach § 9, 13 Erzeugende eines durch die Kurve gehenden 
Zylinders. Die durch diese Erzeugende bestimmte Diametralebene des 
Zylinders schneidet, wie jede Ebene, die Kurve in drei Punkten. Von 
ihnen fallen zwei in den Berührungspunkt der Asymptote und der dritte, 
da in derselben Geraden nach § 4, 3, II nicht mehr als zwei Kurven- 
punkte liegen können, in die diametral gegenüberliegende Erzeugende 
des Zylinders. Diesen dritten der Asymptote diametral gegenüberliegen- 
den Punkt der Kurve nennen wir, wenn er im Endlichen liegt, einen 
Scheitelpunkt, 

Eine Asymptote (§ 8, 12) soll bei dieser Erklärung auch durch 
eine unendlich ferne Tangente vertretbar sein. 



^ 



(3) { 
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2. Die Scheitelpunkte der kab. Ellipse und Hyperbel. Die 

Asymptote k^ oo der kub. Ellipse und Hyperbel hat nach § 8, (35); 

(36) die Gleichungen: 

(1) y^ht^O, z^O, 

und die Miitdpunktsachse des Zylinders A «= oo nach § 9, (11); (14) 
die Gleichungen: 

(2) y-Lit^O, Z^O. 

Die beide Geraden verbindende Diametralebene z ^0 des Zylinders 
schueidet die Kurve § 6, (14) in den Punkten A « oo, oo, 0. Der 
letztere ist also ein Scheitelpunkt. 

Die Asymptote >L = £c(£ — ±1) der kub. Hyperbel hat nach § 8,(37) 
die Gleichungen: 

bcx — (2ase + a)cy + {ahe*+ 2aVee + a'6'~ a'h)z -»0, 

2cy — 2{hBe + h')z - bct = 0, 

und die Mittelpunktsachse des hyperbol. Zylinders X = sc nach § 9, (15) 
die Gleichungen: 

1 bcx — acy — (abe^ — a!V + a"6)jßf + abcset — , 

^ ^ l cy — (bee + 6> — bct^O. 

Addiert man die mit SaBC multiplizierte zweite Gleichung (3) zur 
ersten (3) und die mit 4a£e multiplizierte zweite Gleichung (4) zur 
ersten (4), so folgt beidemal dieselbe Gleichung: 

(5) bcx-\-{4:ase-'a')cy-'(6abe^+4:aVse—ab' + a'b)z—3abc6et^0f 

die somit die durch die Asymptote (3) gehende Diametralebene des 
Zylinders darsteUt. Setzt man die Werte § 6, (14); (18), H in (5) 
ein, so folgt für die Schnittpunkte der Diametralebene mit der Kurve: 

(6) A»+ £6A*- 5eU + 3£ß»« (X - sey(X + See) - 0; 

der Punkt X = — Sse ist daher Scheitelpunkt. 

I. Die kub, Ellipse hat einen Scheitelpunkt >L =■ 0, der auf dem 
elliptischen Zylinder der Asymptote X = (x^ diametral gegenüberliegt. 

IL Die kvh, Hyperbel hat drei Scheitelpunkte: 

(7) ;i-0, A--3e, X = 3e, 

die auf den drei hyperbolischen Zylindern bezüglich den Asymptoten: 

(8) X = (x>jX = e,X = — e 

diametral gegenüberliegen. 

III. Die Scheitelpunkte liegen nach § 10, 9 in der Ebene des Mittel- 
punktskegdschnittes. ^) 

1) Cremona, J. f. Math. 68 (1861), S. 147; Schröter, Oberfl. 2.0.(1880), S.S35. 
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3. Die Scheitelpunkte der kub. hyperbolisohen Parabel und Para- 
bel. Die Asymptote k^ e der kub. hyperbol Parabel § 8, (38) ist 
Erzeugende des parabolischen Zylinders (§ 9, 13, III). Die durch sie 
gehende „Diametralebene" (II § 14, 8) des parabolischen Zylinders 
schneidet diesen in seiner unendlich fernen Geraden. Es liegt also 
auch kein endlicher Punkt der Raumkurve der Asymptote diametral 
gegenüber. Die unendlich ferne Tangente >L « oo ist (§ 9, 13, III) Er- 
zeugende des hyperbolischen Zylinders, in dessen Asymptotenebene 
gelegen, so daß ihr keine endliche Erzeugende diametral gegenüberliegt. 

III. Die kub. hyperi. Parabel hai keinen Scheüdpunkt. 

Die unendlich ferne Tangente der kub. Parabel ist (§ 9, 13, IV) 
die unendlich ferne Erzeugende des parabolischen Zylinders. AUe durch 
sie gehenden Ebenen sind Diametralebenen des Zylinders, so daß jeder 
Punkt der Kurve mit ihr durch eine Diametralebene verbunden wer- 
den kann. 

IV. Die kub. Parabel hat unendlich viele Scheitelpunkte; jeder end- 
liche Punkt der Kurve ist ein solcher. 

4. Der Scheitelpunkt als Koordinatenanfangspunkt. Das recht- 
winklige System Oxyz, auf das die Gleichungen § 6, (14) bezogen 
sind, hat den Punkt A == der Raumkurve als Anfangspunkt , 0. 

Bei der kub. Ellipse ist dieser nach 2, I der einzige Scheitel- 
punkt, bei der kub. Hyperbel nach 2, II einer der drei Scheitelpunkte, 
bei den beiden kub. Parabeln dagegen ist er nach 3, III; IV nicht in 
gleicher Weise ausgezeichnet. In der Tat ist auch in diesen Fällen, 
die nach § 6, (18), III; IV bei nicht homogener Schreibweise, in der Form: 
/Q^ =. a X'^+a X ^+a'l ^ hX''+h'X ^ cX 

V / 4M Q I M ? *f «M 7 _I_ «I y 



mX-{-n ' ^ mX-\-n' mX-\-n 

zusammengefaßt werden können, die Form der Gleichungen für den 
gewählten Anfangspunkt nicht charakteristisch. 

5, Parallelversohiebung des Koordinatensystems. Führt man 
nämlich durch die Substitution: 

(10) X^x-Xq, Y^y-y^, Z ^ z - z^ 

ein paraUeles System ein, dessen Anfangspunkt x^, y^, z^ irgendein 
Punkt Xq der Kurve sei, so wird: 

X « 'X''+aX'^+a :'X __ aXl + aXl + a'X^ 

mX-^-n w^o + n ' '"'' 

oder mit den Abkürzungen: 

A — Ao + /ii, n^==mXQ + n 



(12) 
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zusammengezogen : 

■y- _« ***o /*' + (3 o'^o + ^0 ^0 f** + (2 amXg -\-{ian + am)Xl + 2 a'n i^ + a '«) fi 

oder wieder homogen geschrieben: 

(11) X = afi»+aoy+<>, r-6fi«+6o>, Z-c^^, T-m^ + n^ 

wo die neuen Konstanten die Werte haben: 

a^'^Sa^Q+a', n^a^' =2amXQ^ +(3an + a m) Xq^-\- 2 anl^i- a' n, 
n^hQ =1171X0^+ 26«AqH- 6'n, n^CQ^ cn, nQ = mA^+ w. 

Danach ergibt sich aber mit m =« 1, w -= — 6 und w = 0, n « 1 
(§ 6, (14); (18)): 

ni. Die Gleichungen für die Jcub. hyperbol. Parabel im rechtwinkligen 
System Oxyz: 

(13) x^a}?+a'X^+a'X, y^bX^+VX, z^cX, t==X — e 

behalten in jedem parallelen System Oq X YZ, dessen Anfangspunkt O^ 
ein bdiAiger endlicher Punkt X^ der Kurve {X^ + e) ist^ dieselbe Formt 

(14) X = a/t»+aoV+ao>. Y«fe/i«+&o>, ^-^o/^, T^ii-^e^, 
mit den neuen Konstanten: 



wLtl' 



3aXQ+ a% e^aQ"«- — 2aV+(3ae — a')^jj*+2a'e^o+a"e 
0^0 = — ^V+ 26eAj,+ Ve, e^CQ-^ ce, ^0^ — h + ^ 

wnd detn neuen Par amder: 

(16) IL ^ X — Xq, 

IV. Die Gleichungen für die kub, Parabd im rechtwinkligen System- 
Oxyz: 

(17) x^aX^+aX^+a'X, y^bX^+VX, z^cX, t^l 

behalten in jedem parallden System 0^ X YZ, dessen Anfangspunkt O^ 
ein beliebiger Punkt X^ der Kurve ist, diesdbe Form: 

(18) X = a|[i8+aoV+V>, r-fe|!i»+6>, Z^c^, T-l 
mit den neuen Koeffizienten: 

(19) a^^SaX^+a', <'== 3aV+ 2a Ao + et", \'^2bX^+V 
und dem neuen Parameter (16). 

6. Tangentialebenen von Kegel und Zylinder längs der gemein- 
samen Erzeugenden. Die Raumkurve 3. 0. wird nach § 6, (16); (17) 
als Durchschnitt des Kegels und Zylinders: 



§11,6 
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(20) acY+ {a'l--2ah')cyz + (a6'«- a'&6'+ a'fe«);?«- Vczx = 0, 

(21) (?ly^+Q)m-2Vl)cyz + {p'n-lVm + Vn)z^--'hc^yt + hVc2t = (> 

erhalten. Der Kegel hat seine Spitze in und ist Fig. 20 durch seine 
Leitlinie Tc in der zur Ebene Oyz parallelen Ebene (7// angedeutet. 
Der Zylinder ist Fig. 20 durch die 
Leitlinien h und %' bezeichnet. Beide 
Flächen haben als gemeinsame Erzeu- 
gende die a;-Achse. 

I. Die Tangentialebene des Kegels 
längs einer Erzeugenden x^ : y^ : z^ hat 
die Gleichung: 

(22) 2ac^y,y + {a'h--2aV)c{y,z + z,y) 

+ 2{aV*-a'W+ah^)z^z 

— Wc{z^x + XQz)^Oy 

die Tangentialebene des Zylinders längs 
einer Erzeugenden y^'-^f^'t^ ebenso: 

(23) 2cHy^y + {bm - 2VT)c{y,z + z,y) 

+ 2Q)n-bVm+b^n)z^z 

— ic\yQt+tQy) 
+ bVc(z,t+t,z)^0. 

Längs der gemeinsamen Erzeugenden yo = 0, Zq= {00' Fig. 20) hat 
daher der Kegel die Tangentialebene: 

(24) z^O (Ot,, Oy&y") 
und der Zylinder die Tangentialebene: 

(25) cy-Vz^O (Os^\ 

Jene schneidet den Zylinder außer in der ir-Achse in der Erzeugenden: 

(26) y:z:t^b:0:l (ÄÄ"), 

diese den Kegel außer in der :r-Achse in der Erzeugenden: 

(27) x:y:z = a':b':c (OT). 

Da diese beiden Geraden aus § 8, (9) mit A = cx) und A = hervor- 
gehen, so ergibt sich: 

IL Die Tangentialebene Ot^ des Kegels längs der gemeinsamen Er- 
zeugenden schneidet den Zylinder in der Tangente AÄ der EaumJcurve 
im Punkte A = oo , die Tangentialebene Osq des Zylinders längs der 




^ t 



Fig. 20. 
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gemeinsamen Erzeugenden schneidet den Kegel in der Tangente OT der 
Baumkwrve im Punkte A = 0^) (Fig. 20). 

7. Weitere Tangentialebenen von Kegel und Zylinder. Wie- 
derum hat der Kegel längs der Erzeagenden (27), der Tangente X =» 0, 
nach (22) die Tangentialebene: 

(28) c{bx - ay) + (a 6'- a'b)^ - (Ot,) , 

nach § 1, (10) die Schmiegungsebene >l»0; und der Zylinder längs 
der Erzeugenden (26), der Tangente A = 0, die Tangentialebene: 

(29) l{cy ~ b'e) + b(mz — et) = (As^) , 

nach § 7, (10) die Schmiegungsebene A = oo. Beides stimmt mit 
§ 9, 12 überein, da (20) der Sehnenkegel A == und (21) der Sehnen- 
kegel A « c» ist. 

Die Schnittlinie der beiden Tangentialebenen (24) und (28) des 
Kegels: 

(30) x:y:is = a':b:0 (OS Fig. 20) 

ist die Polare der Tangentialebene OSq des Zylinders in bezug auf den 

Kegel (II § 80, 3). 

• Die Schnittlinie der beiden Tangentialebenen (25) und (29) des 

Zylinders: 

(31) y : z : t^V :c: m 

ist die Polare der Tangentialebene Ot^ des Kegels in bezug auf den 
Zylinder (in Fig. 20 ist sie unendlich fern, weil t^ = y' mit m ^0 
ein Durchmesser der Leitkurve h' ist). 

Die Geraden (26), (27), (30), (31) und Ebenen (24), (25), (28), 

(29) mögen kurz als Scheitelelemente bezeichnet werden, da sie sich, 
außer im Fall 3, III, an den Scheitelpunkt A « anlehnen. Sie geben 
zugleich die Bedeutung eines Teils der Konstanten a, a\ a", 6, b\ c, l, m, n. 

8. Scheiteldurchmesser. Der laufende Punkt der geraden Linie 

(30) ist mit einem Parameter 0: 

(32) x = a'6, y^ba, z^O, (t^l). 

Soll er auf der Sehne X^k^ der Raunkurve liegen, müssen die Glei- 
chungen § 8, (2) durcii die Substitution (32) erfuUt werden, also die 
Bedingungen bestehen: 

(33) Ai + A2=0, (UiA2-w)<y — AiAsj=0, 
oder mit veränderter Bezeichnung: 



1) Fr. Seydewitz, Arch. Math. Phys. 10 (1847), S. 206. 
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I. Die Sehne kk' der Raumhurve 3, 0. schneidet die Gerade (32) 
unter der Bedingung: 

(34) A + r-0. 

Der Parameter des Schnittpunktes ist dann: 

Die beiden Endpunkte A und A' = — X der Sehne haben nach 
§ 6, (14) die nicht homogenen Koordinaten: 

Ihr Mittelpunkt ist unter der Voraussetzung w = 0: 

also gerade der Punkt (32) mit dem Werte (35) von <y. 

n. Die gerade Linie (30) schneidet und halbiert^ falls m = isty 
odle die Sehnen der Baumkurve § 6, (14), die zwei Funkte mit entgegen^ 
gesetzten Parametern X und — X verbinden. 

Für m 4= hat sie diese Bedeutung nicht. Die Fälle w =» 
(§ 6, (18)) sind aber nach 2, 1; II und 8, IV gerade die FäUe, wo der 
Kurvenpunkt A = oder 0, durch den die Gerade (30) geht, ein 
Scheitelpunkt ist. Die Scheiteltangente A =» gehört zu den halbierten 
Sehnen. 

Daher nennen wir die Gerade (30) einen ScheiteldurcJimesser der 
Raumkurve 3. 0. Es wird sich später ergeben, daß die Anzahl der 
Scheiteldurchmesser der vier Arten der Raumkurve gerade den unter 
2, 1; 11; 3, III; IV angegebenen Anzahlen der Scheitelpunkte entspricht 
(§ 35, 6-, 8), so daß die kvib, Ellipse einen, die kub. Hyperbel drei^), die 
kub, hyperbolische Parabd keinen, die kub, Parabel unendlich viele Schei- 
teldwrchmesser besitzt. 

9, Achsendurchmesser. Der Zylinder (21) ist nach § 9, 6; 7 für 
die kub. Ellipse elliptisch und für die kub. Hyperbel hyperbolisch und 
hat in beiden Fällen die Mittelpunktsachse {MM' in Fig. 20): 

(38) y = ^b, z^O, 

in nicht homogener Schreibweise mit ^ = 1 in § 9, (11); (14). Die 
Gerade (38) schneidet die Sehne § 8, (2), wenn (Z « 1): 

X - |(aai + ^2) + a') = 0, iiX,X^ ~ w) - X^X^ == 

1) Cremona, J. f. Math. 68 (1861), S. 147; Schröter, Oberfl. S. 335. 
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oder mit ky X' für itj, A^: 

(39) ;ir + n == 0, (40) x^\a(X + X') + >' . 

Der Schnittpunkt ist dann der Mittelpunkt der Sehne kX' der Raum- 
kurve 3. 0., da sie zugleich Sehne des Zylinders ist und die Mittel- 
punktsachse eines elliptischen oder hyperbolischen Zylinders alle sie 
schneidenden Sehnen des Zylinders halbiert. 

Der Zylinder (21) ist nach § 9, 8 für die Tcub. hyperbolische Pa- 
rabel hyperbolisch und hat nach § 9, (18) die MiUdpunktsachse (mit 
^ = 1): 

(41) y^2be + b\ z =- c. 

Sie schneidet die Sehne XX' nach § 8, (2), wenn (Z =* 0, m == 1, w = — e)i 

(42) X + A' = 2e, (43) x^Aae^ + 2a'e + a — aXX\ 

Die Mittelpunläsachse des elliptischen oder hyperbolischere Zylinders 
(21) schneidet und halbiert alle Sehnen XX' der Baumkurve § 6, (14)^ 
deren JEndpunktparameter X und X' für die Tcub. Ellipse oder Hyperbel 
der Bedingung (39), für die kub, hyperbolische Parabel der Bedingung 
(42) entsprechen. 

Wir nennen daher die Mittelpunktsachse einen Achsendwrchmesser 
der Raumkurve 3. 0.^) Es wird sich später ergeben (§ 20, 13), daß für 
die kub. Hyperbel auch die Mittelpunktsachsen der beiden anderen 
hyperbolischen Zylinder solche Durchmesser sind, so daß die kub, El- 
lipse einen, die kub, Hyperbel drei, die kub. hyperbolischen Parabel einen,. 
die kub, Parabel keinen Achsendurchmesser besitzt, 

10. Ort der von einem Soheiteldurehmesser halbierten Sehnen. 

Der Ort der Sehnen A, - A hat sich in § 9, (36) für alle Fälle § 6, (18) 
ergeben. In den Fällen m == ist nach 8, 11 ein Scheiteldurchmesser 
vorhanden. Daher ergibt sich aus § 9, (37); (3); (40): 

Der Ort der vom Scheiteldurchmesser (30) halbierten Sehnen X, — A,. 
die der Ebene (25) parallel sind, ist das hyperbolische Parabohid: 

ig=. a'cHy^- {abn + (2 aV-a"b)T)cyz + (abn + {a'V- a'b)l)b'0^ 

^ M + bVclzx — bcHxy + b^c^xt - a'bc^yt + {aV — a'b)bczt^O, 

11. Ort der von einem Achsendurchmesser halbierten Sehnen. 
Bei der kub, Ellipse und Hyperbel ist ? = 1, m == 0. Bezeichnet man 
nun das laufende x des Mittelpunktes der Sehne AA' mit <y, so daß 
nach (39), (40): 

(45) AA' w, A + ^' = -^''~'* 



a 



1) Schröter, Oberfl. 2. 0. (1880), S. 339. 
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<46) 



SO werden die Gleichungen der Sehne nach § 8, (2): 

lex — 2 c6y - {ahn — 2V6 + a'l)z = , 
2 acy — (2 aV + 2h6 — a'i)0 — abct = 0. 

Durch Elimination von 6 folgt als Ort der vom Achsendurchmesser (38) 
halbierten Sehnen, die Fläche 2. 0.: 

2 ac^y^ + [{an + a)l^ + (2 aV - ah)V } ;^* ~ (4 aV - al)cyg 

— h^czx — abc^yt + abVczt =* 0. 

Sie entspricht den Bündelparametem (> = 1, (J = 0, nr = 1 in §9,(30). 
Bei der hob, hyperbolischen Parabel werden die Gleichungen der 
Sehne XX' mit (42): 



<47) { 



(48) 



[bcx — (2ae 4- 0'')cy + {2aVe + aV — a"b)z]-\- hlX' az = 0, 
{2be + V)z] + bXX' • {z - et) - 0. 



1 {bcx — 



Durch Elimination von bXX' folgt als (M der vom Adisendurchmesser 
{41) halbierten Sehnen die Fläche 2. 0.: 

({2abe^+^aVe + a'V—a'b)z^—{^ae + a)cyz + bczx — b<?xt 
^ ^ \ +(2ae + ayyt — (2 aVe -f- a 6' - a'b)czt = 0, 

entsprechend den Bündelparametern q = — 2e, 6 = — 1, r = 0. 
§ 12. Das schiefwinklige Koordinatensystem der Scheitelelemente. 

1. Einfahrung eines schiefwinkligen Systems. Die vom Anfangs- 
punkt des rechtwinkligen Koordinatensystems Oxyz (Fig. 20), dem 
Punkte X == der Raumkurve, ausgehenden Geraden 00\ OS und OT, 
also erstens die a:- Achse als gemeinsame Erzeugende von Kegel und 
Zylinder § 11, (20); (21), zweitens die Polare § 11, (30) der längs der 
^- Achse berührenden Tangentialebene des Zylinders in bezug auf den 
Kegel und drittens die Tangente § 11, (27) der Baumkurve im Punkte 
Oy haben die Richtungskosinus: 

{a, = 1, ß,=. 0, ri ■= 0; 



<1) 



'0 



0=8 — 



a V 



Ys'= 



h-Va'^ + h^; 



c, =l/a"» + 6'»4.c"». 



Sie bilden also nach § 6, (15) ein stets vorhandenes, dem Punkte 
O der Kurve eigentümliches schiefwinkliges Achsensystem 0|ij§.^) 



1) Cremona, Ann. di mat. 2 (1859), S. 201. 
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Die Ebene Oiyg (OST- Ot^ Fig. 20) ist nach § 11, (28) die 
Schmiegangsebene der Raumkurve im Punkte 0; ihre drei Schnitt- 
punkte mit der Kurve sind also A — 0, 0, 0. Die Ebene 0^| (05(> 
Fig. 20) ist, weil sie durch die Tangente OT und die a;- Achse geht, 
die durch den Pimkt X ^ oo gehende Tangentialebene der Kurve im 
Punkte 0; ihre drei Schnittpunkte sind A « 0, 0, oo. Die Ebene O^rj 
{OtQ Fig. 20) ist, weil sie nach § 11, 6, II die Tangente § 11, (26) ent- 
hält, die durch gehende Tangentialebene der Kurve im Punkte A «» cx); 
ihre drei Schnittpunkte sind A = 0, oo, c». 

3. Die Transformationsformeln. Zur Vermittlung zwischen dem 
rechtwinkligen System Oxye und dem schiefwinkligen O^rj^ dienen 
für Punktkoordinaten die Formeln (I § 37, (2); (5)): 

(2) x^i + ^rj + '^t, y = ^^ + -g, ^-^g, t^t] 

und für JEhenenkoordinaten (I § 45, (23)), unter w', t?', w?', s\ die auf 
O^fj^ bezüglichen verstanden: 

/^x , , au-\-hv , a''u-\-h'v4- cw , 

(4) w-w, v^ J—, w^^ --—-^ — , s=5; 

/t\ / — au +hr,v iah' — a"h)u' — htfi'v'-\-cJ)w' 

(5) w«m', V -r^^^ ^-- -T^ — ^ -y ^ = ^- 

3. Farameterdarstellung der Raumkurve im schiefwinkligen 
System. Setzt man nun die Werte § 6, (14) in (3) und § ?• (11) in 
(4) ein, so folgt, wenn man nachträglich das neue System wieder Oxyg 
nennt und 6^, Cq wieder mit 6, c bezeichnet: 

In dem schiefwinkligen System Oxyz der Scheitelelemente lautet die 
Farameterdarstellung der Punkte und Schmiegungsebenen der Raum- 
kurve 3. 0.: 

(6) QX^al^, ,Qy = bk\ QZ = cky gt = 1)} + mX + n^^) 

(7) 0u = -, 6V = ~ i , (SW = ^ — — — ^— , 6S = — X' 

WO Z, w, n die Werte § 6, (18) haben. 

Die Formeln (6) zeigen wiederum, daß in den drei Ebenen a; = 0; 
y = 0; jgf = bezüglich die drei Kurvenpunkte A = 0, 0, 0; A = 0, 0, oo' 

1) Möbius, Werke 1, S. 167 (1827); Cremona, Ann. di mat. 2 (1869), 
S. 201; J. f. Math. 68 (1861), S. 149; v.Drach, knb. Kegelschn., S. 66. 



(9) 
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Jl = 0, oo, oo liegen^ die Formeln (7), daß durch die Punkte m = 
und s =» je drei zusammenfallende Schmiegungsebenen A » cx) und 
X = gehen (§ 7, 8). 

4. Seimen, Achsen und Tangenten. Da die Ableitung der Glei- 
chungen § 8, (2) und (4) aus § 7, (1) ebenso für schiefwinklige wie 
für rechtwinklige Koordinaten gilt, so hat man, um aus (6) die ent- 
sprechenden FolgeruDgen zu ziehen, nur: 

(8) a' = 0, a" = 0, 6' - 

zu setzen. 

Die Gleichungen der Sehne A^Aj werden daher im schiefwinJcligen 
System Oxy0 nach § 8, (2): 

f-ai + ^.)f + ^1^1 = 0, 

und die Gleichungen der Achse A^ x l^ i^ach § 8, (4): 

r 10^ 1 ^^1 h^ + c (Ai + Aj) w + (Ik^ Aj + m (Ai + X,) + 3m) s « 0, 
^ ^ \3ak^X^u + h(X^+ k^)v + cw + {l{k^ + X^) + m)s^O. 

Die Parameterdarstellung der Tangenten aber wird nach § 8, (11): 
.^.. r(>i>2s=*^A*,()2?3i=— 2caX»,()i)i8«a6ASppi4=a(?X*+2mA+3w) 
l 9i^24 "* 6(wA + 2w)X, (»pj^ == — c(lk^ — n). 

5. Fläohenbündel und Fläohenschar. Infolge von (8) nehmen 
die linearen Funktionen § 7, (3), bis auf den gemeinsamen Faktor abCy. 
und die linearen Funktionen § 7, (13) die Werte an: 

(12) yi = wj, y, = w|, ys = w^, y^ = ~(j| + m|-^); 

(13) Vj = au, v^ = bv + Is, v^=^ cw + ms, v^ ==» ns. 

Gleichzeitig wird dann aus § 9, (3), bis auf den Faktor ah^c^, und 
aus § 10, (3): 

(1^) { 

T. (y ^ ^\ 

F = h^v^ — ^acwu — ^amus + 2hlvs + Z^s^, 
(15) { G = fecv'M; — 2anus + 6mt;s + cZi<;s + Ims^, 

H^ (?w^ — Sbnvs -f 2cmws — (Sin — m^)sK 
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Mü den Werten (14) und (15) stylen dann die Gleichungen 

(§9,(25); §10,(43)): 

(16) Qf+6g + xh^Q', (17) qF+öG + xH^O 

-das Bündel dUer durch die Kurve (6) gd^enden Flächen 2. 0. und die 
Scharschar aUer van den Schmiegungsebenen (7) berührten Flächen 
2. KL dar. 

Mit der Bedingang § 9, (33); (34) ist (16) der Sehnenkegel X 
und (17) der Achsenkegelschnitt X, 

6. Darstellnng der Baumkarve 3. O. dnreh drei Flächen. Im 
Sinne von § 7, 9, 1; II ist die Raumkorve (6), (7) in Punkt- und 
Ebenenkoordinaten durch die drei Gleichungen: 

<18) f^O, g^O, Ä«0; (19) F=0, 6? « 0, H^O 

dargestellt. 

In (18) ist / =« der Sehnenzylinder JL = c», Ä = der Sehnen- 
Icegel A « (§ 9, 5), g =^0 das hyperbolische Paraboloid der Sehnen 
A, -X (§ 9,16); in (19) sind F^O und H^O die Achsenkegel' 
^hnitte in den Schmiegungsebenen A « oo und A = 0, 6r » das hyper- 
bolische Paraholoid der Achsen JL x — A (§ 10, 14). 

m. Kapitel. 

Die Botationsflächen der knb. Eegelsclmitte. 

§ 13. Anzahl und Lage der Berührungssehnen. 

1. Begriff der Berührungssehne einer Botationsfläche 2. O. Die 

<jleichung § 9, (5); (30) umfaßt mit ihren zwei verfügbaren Parameter- 
verhältnissen Q : 6 : r alle durch die Raumkurve 3. 0. § 6, (14) gehen- 
den Flächen 2. 0. Unter diesen werden sich eine begrenzte Zahl von 
Botationsflächen befinden, da für eine solche zwei Bedingungen erfüllt 
sein müssen (II § 100, 3). 

Eine Rotationsfläche 2. 0. hat die charakteristische Eigenschaft, 
4aß in ihrer, auf ein Koordinatensystem Oxyz der Hauptachsenridi- 
tungen bezogenen Gleichung (II § 90, (12)): 

(1) a^^x^ + a^^y^ + a^^z^ + 2a^^xt + 2a^^yt + 2a^^zt + aj;^ ^ 
zwei der Hauptachsenlweffizienten a^^, a^^y a^^ gleich sind, etwa: 

Die Schnittkurve r der Botationsfläche mit der unendlich fernen Ebene: 
{3) a,,^* + a22(y' + ^') = 0, ^=0 




§ 13, 1—3 65 

hat dann mit dem imaginären Kiigdkreis oder absoltUen Kegelschnitt h: 

(4) x^ + y^ + g^^O, «-0 

zwei mal zwei zusammenfallende Schnittpunkte B, JB': 

(5) a;«-0, y8 + ^« = 0, ^ = 

berührt ihn also in zwei Punkten B, B' (Fig. 21 sind r und & mit 
ihren Berührungspunkten reell dargestellt). Die Verbindungslinie BB' 
dieser beiden Punkte, rc =« 0, ^ = 0, soU kurz die Be- 
rükrungssehne der BotcUionsfläche genannt werden. Die 
durch die Berührungssehne BB' gehenden Ebenen 
X '^ et bilden das einzige System der Ereisschnitt- 
ebenen der Rotationsfläche (1); (2) (II § 100, 2, II). 

2. Arten von Rotationsfläohen der Banmkiirve ^i?. n. 
3. O. Nach der Art der diirch die Baumhurve 3. 0. überhaupt 
hindurchgehenden Flächen 2. 0. (§ 9, 16) kommen von Rotations- 
flächen (11 § 117, 13) nur in Frage: Das einschalige Botationshyper- 
boloid, der Botationshegei, der Botationszylinder und der poA'obolische 
Zylinder. Der letztere entspricht in (1), (2) dem Falle a^^ = 0. 
Seine Schnittkurve (3) mit der Ebene ^ = hat, als Doppelgerade 
x^ =» 0, zwei mal zwei Schnittpunkte (5) mit dem Kreise (4). Sie ist 
selbst die Berührungssehne, und die durch sie gehenden „Ereisschnitt- 
ebenen^' x^ et schneiden den parabolischen Zylinder nach (1) in einer 
endlichen und einer unendlich fernen Geraden. 

3. Allgemeine Bestininiiing der Botationsfläohen. Die unend- 
lich ferne Kurve r einer die Raumkurve 3. 0. enthaltenden Fläche 
2. 0. überhaupt muß durch die drei unendlich fernen PunMe E^, JE„ E^ 
der Baumkurve gehen. Diese bilden bei der kub. Ellipse und Hyperbel 
(§ 6, (14); (19), I; II), die wir zunächst ins Auge fassen, ein Dreieck 
EiE2E^, Für eine Rotationsfläche muß die Kurve r außerdem den 
Kugelkreis k doppelt berühren. 

I. Die unendlich ferne Ku/rve einer durcfi die Baumkwrve gehenden 
Botationsfläche ist also (Fig. 21) ein Kegelschnitt r, der durch die drei 
gegebenen Punkte E^y E^y E^ geht und den gegebenen Kegelschnitt k 
doppelt berührt.^) 

Der so bestimmte Kegelschnitt r vertritt als solcher fünf Punkte. 
Die Fläche 2. 0., die durch ihn und noch vier endliche Punkte der 



1) L. Cremona, J. f. Math. 68 (1864), S. 143; Dixön, Quart. J. 24 (1889), 
S. 30. 

Stftude: Kubische Eegelsclmitte 5 
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Raumkurve 3. 0. gerade bestimmt ist, enthält sieben Punkte der 
Raumknrye nnd damit die ganze Raumkarre 3. 0.^ da diese sonst 
mit einer Fläche 2. 0. nur sechs Punkte gemein haben kann 

(§ 31, 1). 

IL Es wird also zu jedem nach I bestimmten Kegelschnitt r eine 
durch die Baumhurve gehende Botaiionsfläche gehören. 

Wir bestimmen zunächst die Kegelschnitte r. 

4. Notwendige Eigensohaft der Bertihrungssehne. Alle Kegel-^ 
schnitte r^ die den Kugelkreis h (Fig. 21) in den unbekannten Punkten 
J5, B' berühren, bilden einen Kegdschnitfbüschel. Diesem gehört, neben 
Tc selbst, der gesuchte Kegelschnitt r, sowie die als Doppellinie ge- 
dachte Berührungssehne BB' an. 

Jede Gerade schneidet den Kegelschnittbüschel in einer Punkt- 
invölution (II § 48, 8), deren einer Doppelpunkt der Schnittpunkt 

der Geraden mit der Doppellinie BB' ist. Nun 
ist auf der Seite s^ = ^i^i ^^^ Dreiecks E^E^E^ 
(Fig. 22) die Punktinvolution vollständig be- 
stimmt, da zwei ihrer Punktepadre (II § 8, 7), 
nämlich die Schnittpunkte Ey^ und E^ mit r und 
die Schnittpunkte 5», S^ mit k bekannt sind. 
Einer der beiden, dann ebenfalls bekannten 
^^ '*• Doppelpunkte Dj, Dg' der Involution, etwa Dj, 

muß also auf BB' liegen. Dasselbe muß für die Seiten s^ = ^s-^i und 
s^ =» E^E^ gelten, die Ä; in iS,, S^' und S^, S^ schneiden und deren 
Involutionen die Doppelpunkte Dg, Dj' und Dj, D^' haben mögen. 

III. Auf der Berührungssdine BB' muß also von jeder der drei 
Involutionen, die amf den Seiten s^; s^; s^ durch die Punktepaa/re E^E^^ 
S^S^'; E^E^, S^S^; E^E^, S^S^ (Fig. 22) bestimmt sind, je ein Doppel- 
punkt Dj," Dj,* Dj liegen. 

5. Lagebeziehung der sechs Doppelpunkte. Nach Bestimmung 
der sechs Doppelpunkte D^, D^' auf s^] Dg, Dj' auf 5^ und D3, D3' 
auf «3 betrachten wir zunächst die vier letzteren und verbinden je 
zwei ungleichnamige (mit verschied, unteren Indizes) mit einander. 

IV. Die Verbindungslinien D^D^, D^D^\ B^D^\ D^D^ büdefi 
ein vollständiges Vierseit (Fig. 23), 

Dieses hat, außer den vier Ecken Dg, D3, Dg', D3', noch zwei 
weitere Ecken: D^ = DgDg x Dg' Dg' und D/ « DgDg' x Dg'Dg und, 
außer den zwei Nebenseiten 53 « D3D3' und 5g = Dg Dg', noch eine 
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dritte Nebenseite 54 « J^^D/, welche s^ und «g in E^ und J?/ schnei- 
den möge (Fig. 23). 

Auf der Nebenseite 53 sind die auf ihr liegenden Ecken D3, D/ 
und die Schnittpunkte E^^, E^ mit den beiden anderen Nebenseiten 
harmonisch (I § 27, 7, III'). Da aber D^, Dj' nach ihrer Entstehung 
unter 4 als Doppelpunkte der Involution auf s^ auch zu E^, E^ har- 




gr:^*r= 



Fig. 23. 




Fig. 24. 







Fig. 25. 



monisch sind, muß E^ = JSg sein; ebenso auf s, : J5?/ — E^. Dann 
fallt auch s^^ E^E^' mit 5^ ^ E^E^ zusammen (Fig. 24). 

V. Die Seiten s^, 5,, s, sinrf doÄer die Nebenseüen des vollständigen 
Vierseits in IV. 

Auf der Nebenseite s^ (Fig. 24) sind die auf ihr liegenden Ecken, 
D4, D/ zu den Schnittpunkten E^, E^ mit den beiden anderen Neben- 
seiten harmonisch. 

In dem vollständigen Vierseit (Fig. 24) sind ferner die Gegen- 
ecken Dg, Dg' sowohl, wie Dj, Dj' nach ihrer Entstehung unter 4 
harmonische Pole des Kugelkreises k] dasselbe gilt daher (II § 48, 7 
IV dual) von den dritten Qegenecken D^, D^'. 

Da somit D^, D/ sowohl zu E^, E^ als zu S^, S^ harmonisch 
sind, so sind D^, D/ nach ihrer Entstehung unter 4 mit D^, D/ 
identisch (Fig. 25). 

VI. Die Doppelpunkte D^, D^ ; D,, D^; Dg, Dj' 6?er Involutionen^ 
die cmf den drei Seiten s^; s^; s^ des Dreiecks E^E^E^ durch die jedes- 
maligen Ecken E^, E^; E^, E^; E^, E^ und die jedesmaligen Schnitt- 
punkte S^, S^; S2, S2; Äg, Sj' mit dem imaginären Kugelkreis k be- 
stimmt werden, büden die sechs Ecken eines vollständigen Vierseits, dessen 
drei Nebenseiten die Seiten s^, s^, s^ sind (Fig. 25). 

Die vier Seiten des vollständigen Vierseits sind dann die einzig mög- 
lichen Verbindungslinien je zweier ungleichnamiger der sechs Doppel- 
punkte Dl, Dl'; Dg, Dg'; D3, D3' und enthalten je drei ungleichnamige 

von diesen (Fig. 25). 

6* 
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Vn. Sie sind daJier nach 4, /// die einzig möglichen Berührungs- 
sehnen. 

6. Hinreichende Eigenschaft einer Berührungssehne. Greift 
man andererseits irgend eine Seite D^D^ des vollständigen Vierecks 
5; IV heraus (Fig. 22), so ist durch den Eugelkreis Je und die Gerade 
D^D^j als Doppellinie genommen, der Büschel der Kegelschnitte be- 
stimmt, die Tc in den Schnittpunkten B, B' mit der DoppelUnie be- 
rühren. Durch jeden Punkt der Ebene ^ =« 0, etwa durch E^y ist 
ein solcher Kegelschnitt r bestimmt. 

Die Seite s^ schneidet den Büschel in einer Involution, die durch 
das Punktepaar ^3, 8^' und den Doppelpunkt Dg bestimmt, also die- 
selbe ist, die unter 4 durch 8^, 8^ und E^j E^ bestimmt war. Daher 
muß der zweite Schnittpunkt von r mit 5, der zu E^ gehörige Punkt 
E^ der Involution sein, also r durch ^^ 9 ^^^ ebenso auch durch ^3 gehen. 

VIH. Zu jeder der vier Seiten des vollständigen Vierseits (Fig. 25) 
gehört auch wirMich ein durch die drei Punkte E^j E^y E^ gehender 
Kegdschnitt r, der den Kugdhreis h in seinen zwei Schnittpunkten mit 
der Seite berührt. 

IX. Es wird daher bei der kub. Ellipse und Hyperbel vier Kegd- 
schnitte r von der Eigenschaft 3, 1 gd>en. 

7. Zusammenfall zweier der drei Funkte E^, E^, Ey Fallen 
die beiden Punkte E^ und ^3 zusammen (§ 6, (14); (19), III), so wird 
^1 die Tangente der Raumkurve im doppelt zählenden unendlich fernen 

Punkte JE?3 — E^ Auf dieser ist dann nach 4 (Fig. 26) 
E2 = Eq selbst der eine Doppelpunkt D^ der durch 
E^, E^ und Sj, 8^ bestimmten Involution und da- 
her Dl als harmonischer Pol von D^' ^ E^^ E^ ia 
bezug auf den Kugelkreis k bestimmt. Dagegen auf 
0^, S2 = ^3 bestimmen sich Dj = D3 und D/ = D3' wie 
in 4 als Doppelpunkte der Involution der Punkte- 
paare E,, E, = ^^3 und 8, ^ S3, 8,' = ^3' (Fig. 22). 
Von den vier Seiten des voUständiffen Vierseits 

Flg. 86. ® 

fallen dann D^D^ und B^B^ in $2 = 5, hinein, 
während die beiden anderen B^ mit B^ « D3 und B^ = B^ verbinden. 

Vir. Bei der kub. hyperb. Parabd gibt es daher eine doppdt zah- 
lende und zwei einfach zählende Berührungssehnen. 

IX'. Binen entsprechen drei Kegdsdinitte r, von denen der erste 
die doppelt zählende Berührungssehne selbst ist, da sie alle drei 
Punkte E^E^E^ enthält. 
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Fallen aUe drei Punkte E^, E^, E^ zusammen (§ 6, (14); (19), IV), 
so wird der Grenzübergang^) unsicher. Jedoch werden sich hier, im 
Falle der kub. Parabel, die Rotationsflächen auf direktem Wege er- 
geben (§ 15, 6). 

§ 14. Die unendlich fernen Kurven der Rotationsflächen. 

1. Das Dreieck der unendlich fernen Punkte. Für die analy- 
tische Bestimmung der Berührungssehnen, gehen wir von den Glei- 
chungen § 6, (14); (18), II der hub. Hyperbd aus: 

(1) x^ai^ + ak^ + a'% y^lX^ + VXy z^cXy ^-X«-e*. 

Die Koordinaten der drei unendlich fertigen Funkte A = (X), A=»e, X^ — e 
der Kurve (1) haben (neben ^ = 0, was wir überall nicht ausdrück- 
lich angeben) die Koordinaten: 

(2) E^ix^l, y^O, ;er = 0; 

JS'j ix^^ — a^ + a'f? — a'e, y^ =-= &e* — 6'e, z^' -= — ce. 

Da hiemach: 

(3) yo<"^^oyo' = -26c6^ ^oV-^o^o'-2a'ce^ x^y^ -y^x^' '=^2Äe 

mit der Abkürzung: 

(4) A'-al^-aV+a'h, 

so sind die Gleichungen der drei Seiten des Dreiecks E^E^E^: 

(5) s^i — hcx + acy + Äz^O] s^iz^y — y^'z^O; s^iz^y — y^Z'^O^ 

2. Die Involutionen auf den Seiten 8^ und «s* Die Seite s^ 
schneidet den imaginären Kugelkreis § 13, (4) in den Punkten (Fig. 22). 

(6) S^lX^^iWQ, yi=yo; ^i-^oJ S^'-^i **^o; ys-yo;^ ^2-=^o; 

wo zur Abkürzung: 

(7) tTo = VWTW 

gesetzt ist, die doppelt gestrichene Quadratwurzel absolut verstanden. 
Das Dreieck XYZ (Fig. 27) der unendlich fernen Funkte der 
Achsen des rechtwinkligen Systems Oxyz dient zugleich als Koordi- 
ncUendreieck in der unendlich fernen Ebene und ist, weil das System 
rechtwinklig ist, ein Polardreieck des Kugelkreises § 13, (4). 



1) L. Cremona, J. f. Math. 63 (1864), S. 142. 
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Die Seite 8^ des Dreiecks E^E^E^ in (5) kann niemals in die 
Seite £f = des Dreiecks X YZ fallen, da ^sr^ = cc + (§ 6, (15)). Man 

kann daher x, z als homogene Koordinaten der 
p^ Punkte von Sj nehmen (I § 28, 16); es sind zu- 
gleich die der Strahlen, welche die Punkte von s^ 
mit Y verbinden (Fig. 27). In jenem Sinne ist 
V die Gleichung der durch die Punktepaare Äj, S^ 
uud J?i, jB, in (6) und (2) bestimmten Involution, 
wenn rr, z und x\ z irgend zwei entsprechende Punktepaare be- 
deuten (11 § 8, (17)): 

xJ xz'-\-zx' zz 
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ZZ 



Z^Z^ 
O'Zr. 



w. 



x^ 







z. 







0. 



xx' xz' -f zx' 

X< Xa 3/4 «'» ~P" Zi Xa 

Irco l'Z^+O'X^ 

oder entwickelt: 

(8) z^xx — x^z^i^si + zx'^ — w^zz' = 0. 

Für die Doppelpunkte Dg, D^ (§ 13, 4) dieser Involution bestimmt 
die quadratische Gleichung: 

(9) 



Z^X^ 



2xqZqXZ — w^z^ = 



das Verhältnis x\z. Ihre drei Koordinaten x^ y, z werden daher, da 
für alle Punkte auf Sg nach (5) y-z ^ y^iz^ ist, bis auf einen gemein- 
samen Faktor: 

(10) Dj^ix^ + Wy y^, Zq] D/:Xq-w, y^/z^, 

wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

(11) w = VW+W+T^- 

In gleicher Weise schneidet die Seite 5, den Kugelkreis in den 
Punkten: 

(6') S, : ar/ = iw^, y( = y^, e^ = s^; -S,' : a;,' iw^, y,' = y,', ä,' = z^, 

und werden die Doppelpunkte der durch die Punktepaare S^, S^ und 
E^, E^ bestimmten Involution: 

(10') Dt-.x^+w, y^', z^; D^:x^ — w', y^ g^' , 

(110 «''^y^ + yo^+V- 

Mit (10), (\(f) sind die Doppelpunkte Dg, Dg' und Dg, D,' der 
§ 13, 4 eingeführten Involutionen auf den Seiten 5g und $2 bestimmt 



(12) 
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3. Die Gleichungen der Berührangssehnen. Sie liefern ihrer- 
seits nach § 13, 5, IV; VII das Vierseit der Berührungssehnen D^D^, 
D^D^y DjD,', A'A'- Die Gerade D.Dj hat nach (10), (10') die 
Gleichung: 

oder nach (3) und (2): 

(12) DjDj : — 2lce^x + c{2a'^ +w + w)y 

-h {2A^ + le{w — w) - }>{w + w))z^ 0. 

Beim Übergang von D^D^ zu D^D^ ändert sich nach (10') nur das 
Vorzeichen von w', so daß: 

(12) D/D, : - 2hce^x + c{2a'e^ + w - w)y 

+ {2Ae^ + le{w + w) — V{w - w'))z - 0, 
und entsprechend: 

DjDs' : - 2hce^x + c{2ae^ -w + w')y 

+ (2Äe^ + be{--w — w) — ft' (— w? + w'))z =- 0, 

D^l)^:-2hce^x + c{2ae^- w - w')y 

+ (2Äe^ + bei— w + w) — h\— w — w))z = 0. 

Die Gleichungen (12) stellen also die vier Berührungssehnen § 13, 5, 
Vn dar. 

Durch Addition der ersten und vierten oder der zweiten und dritten 
Gleichung (12) folgt jedesmal die erste Gleichung (5), woraus in Über- 
einstimmung mit § 13, 6, V hervorgeht: 

Die Sdmütpunkte B^ ^B^B^x B^'B/ und D/ = D^'D, x D, D/ 
liegen OMf s^ (Fig. 25). 

4* Die vier reellen Berührungssehnen der kub. Hyperbel. Bei 

der kub. Hyperbel (1) sind die Punkte E^, E^, E^ in (2) alle drei 
reell und die absolut gedachten Quadratwurzeln w und w' in (11) und 
(11') stets reell und von verschieden. Damit werden auch die 
Doppelpunkte Dg, Dg'; D^, B^ in (10) und (10') und die Verbindungs- 
linien (12) alle vier reell. 

Indem die Gleichungen (12) noch mit 2e^ dividiert und in eine 
zusammengefaßt werden, ergibt sich: 

Bei der Tcub, Hyperbel (1) gibt es vier^) reelle Berührungssehnen, 
deren Gleichungen oms der gemeinsamen Form: 

(13) - bcx + (a + p)cy + ((ae* + a" + g)^ — (a + p)V)z « 

1) L. Gremona, J. f. Math. 63 (1864), S. 143. 
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hervorgehen, indem fü/r p, q der Reihe nach die Wertpaare: 

2?^' 2e 

wÄ rfm Werten (11), (11') vow w, w' gesetzt werden. 
Da nach (11), (11') und (2): 

f |i;«={(ae«+aT+K*+6')c'+6'Hc^+2((ac«+a")a'+&6')e}c^ 

( ) [ w;'«= {(ae«+a")«+(a'*+fe«)6«+6'Hc*-2((a6«+a")a'^-66>}e^ 

80 ist: 

w^+w''^2[(ae' + ay+{a'*+b^)e^+V^+ c^jc^ 

4{(ae«+a")a'+66'}e», 
und daher für alle Tier Wertepaare (14): 

(17) ey + 3*- (ae^+ay+(a'^+ b^)e^+ V'+c', 

(18) pq^{a^+a')a'+bb\ 

5. Die zwei reellen Berühmngssehnen der kub. Ellipse, um 
die vorstehenden Ergebnisse Ton der kub. Hyperbel (1) auf die Jcub. 
Ellipse: 

(19) x-^al^ + a'k^ + a'X, y^bl^ + Vl, z^cX, t^l^^e^ 

zu übertragen, hat man überall ei für e zu setzen. 
Von dem Dreieck der unendlich fernen Punkte: 

(20) E^\z^\, y«0,^;?-0; 

E2:XQ^ — a'e^-'(ae^ — a')eiy y^ — — 6e^ + 6'ei, jefQ==cei; 
JE?8 :Xq^ — a'e* + (ae^ — a')ei, Po-^ — be^— Vei, z^ « — cei, 

sind die Ecken E^ und E^ imaginär. Von den Seiten (5) bleibt s^ 
reell, nur mit — e^ für e* in (4), während s^ und s^ imaginär werden. 

Die Quadrate der Wurzeln (11), (11') erhalten statt (15) die Werte: 

1 w;»- { --(ae«--a'')«+(a'«+6»)e»-(6'«+c«)+2((ae»--a'')a'~66')ci } e«, 
( )\i^'«-{-(ae«-a")'+(a'«+&»)e»-(6'«+0-2((ae2~a")a'-&6')6f}c% 
worauf dann statt (16): 

{w^+w*-.2[- (oe« - a-y + (a'« + V)^ - (6'» + c») } e«, 
^ ^ U» - w'» = 4 { {a^ - a")a -ib'] <»i. 

Mit den Abkürzangen: 
(23) « (ae»-o")*+(a'»+6»)e«-(6'»+c»), /3-2((ae«-a")a-56')« 
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ist nach (21): 

(24) w^^(a + ßi)e^, w'*^(a-ßi)e\ 

Die Wurzeln w, w\ deren reeller Teil positiv ist, sind dann: 

(25) iv^{A + Bi)e, ti;'- (A - Bi)6, 

wo mit positiven Werten, der doppelt gestrichenen reellen Wurzeln^): 



(26) A-"|/^±V^±E, B-«]/=I±E^S, 

und das Vorzeichen € ^ ^l aus der zweiten der beiden Gleichungen: 

(27) A»-B«=a, 2AB3-/} 

zu bestimmen ist (s » sign ß)}) 

Indem nun in den Gleichungen (13), (14) e durch ei ersetzt wird^ 
nehmen sie die Gestalt an: 

(28) — hex + (a' +p)cy + ((- ac» + a' + q)b- {a +p) V)z = 0, 

w -f lo' w — w' 

2c* ' 2et ^ 

oder nach (25): 

(29) p, 2 =. --, B; - -, -r; —, -7! 7> -B- 

Es werden also nur die zwei Berührungssehnen (12) reell, welche 
die nach (20) und (25) konjugiert imaginären Punkte D^ und D^^ 
Dg' und D3' in (10), (10') verbinden.«) 

Bei der Icub, Ellipse (19) gibt es zwei reelle Berührungssehnen, 
deren Gleichungen aus der gemeinsamen Form: 

(30) — bcx + (a' +p)cy + ((- ae^ + a" + q)b — ia'+p)V)z - 
hervorgehen, indem für p, q die Wertepaare: 

(31) P,i--^, B; y, -B 

gesetzt werden mit den Werten (26) von A, B. 
Für beide Wertepaare (31) ist nach (27): 

_eV + 2^ = -A« + B«^ a, pq — ^ (-. 



1) C. F. Gauß, Werke 2, S. 104. 

2) L. Cremona, J. f. Math. 68 (1864), S. 144. 
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oder nach (23): 

(32) - 6V + «' - {ae^ - a")' - («' + ^^^ +V^+ c«, 

(33) jpg - - vae« - «'>' + 66', 

wie auch aus (17) durch Vertauschung von c* mit —6* hervorgeht. 

6. Die drei reellen Berührungssehnen der kub. hyperb. Parabel. 
Von dem Dreieck der drei unendlich fernen Punkte E^, E^, E^ der 
hub. hyperb. Pardbd: 

(34) x^ak^ + aX^ + a'X, y = 6A* + 6'A, z^ck, t^X-e, 

fallen zwei Ecken E^ und E^ in die Ecke X (x=l, y = 0, 0=^0) des 

Koordinatendreiecks X FZ hinein (Fig. 28), wäh- 
rend die dritte die Koordinaten hat: 

(35) JSi : Xq = ae^ + a'^ + «"a, 

Die Gleichungen der drei Seiten, von de- 
nen s^ die Tangente § 8, (33) der Raumkurve 
T-^i im Punkte E^^E^ oder A^oo ist, werden: 

(36) $^10^0] s^^s^:0Qy — yQ0^O. 

Die Doppelpunkte der Involution (§ 13, 7), 
die auf s^^Sg durch die Schnittpunkte Sj, iS^' 
mit dem Kugelkreis und die Punkte E^ E^ bestimmt ist, sind wegen 
der Übereinstimmung von s^ in (36) und (5) und Ton E^, E^ in (35) 
mit E2, Ej^ in (2), genau wie in (10): 

(37) 1)2 = 1)3:0:0+ w, 2/0? ^0'^ D^^D^\Xf^—Wy yo, ^0? 
wo: 




Fig. 28. 



(38) w^ep, p = ]/(ae^ + a e + a")'^ + (6c + 6'')* + c*. 

Es sind femer auf der Tangente 5^ nach 3, Abs. 2, X und F harmo- 
nische Pole des Kugelkreises, also nach § 13, 7: 

(39) A=^; D^^E^^E^^X. 

Die beiden Berührungssehnen B^B^ und D^D^ (Fig. 28) haben 
daher die Gleichungen: 

(40) 0qX — (a^o + w)0 = 0; i8?orr — (xq — w;)^ « 0, 

während I)2D^=D^D^ in Sg^^g in (36) hineinfallen. 

Bei der kub. hyperb. Parabel (34) gibt es drei^) reelle Berührungs- 
sehnen mit den Gleichungen: 



1) L. Cremona, J. f. Math. 63 (1864), S. 143. 
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(41) .cx — (a€^ + ae + a'±p)z^O', (42) cy — (6c + 6')^-0, 
wo p den Wert (38) hat 

7. Die unendlioli fernen Kurven der Hotationsflächen der kub. 
HyperbeL Die unendlich ferne Kurve r einer durch die kub. Hyperbel 
(1) gehenden Rotationsfläche gehört nach § 13, 6 dem Kegelschnitt- 
büschel an, der durch den Kugelkreis § 13, (4) und die doppelt ge- 
legte Berührungssehne (13) bestimmt ist und daher mit einem Para- 
meter [i die Gleichung hat: 

(43) {-h€x + ia' + p)cy + ((ae* + a" + g)& - (a' + p)V)z } « 

-K^' + y' + ^*) = o. 

Innerhalb dieses Büschels ist die Kurve r dadurch bestimmt, daß sie 
durch den Punkt E^ in (2) hindurchgeht. Daher hat /ü für sie den 
Wert: &^c^ Setzt man aber diesen Wert /it und die Koordinaten von 
E^ oder E^ aus (2) in (43) ein, so folgen mit Rücksicht auf (11), 
(IT) die Gleichungen: 

[lce{ep + 3)}* - V<?w^ - 0, [lce{ep - g)}* - 6V«;'» - 0, 

die erfüllt sind, weil nach (14): 

K^P + 3) == ± w?, e{ep — q)^±w\ 

Die Kurve r geht also (§ 13, 6) auch durch E^ und E^y so daB der 
Satz gilt: 

Der Kegdschniü: 

(44) [-bcx + {a+p)cy + {(ae' + a' -f q)l - (a' -f- p)V)e } « 

- l^c\x^ + y« + xf>) « 0, < - 

hat fwr jedes der vier Wertepaare (14) die Eigensdiafl, daß er durch 
die drei unendlich fernen Punkte E^, E^, E^ der hubischen Hyperbel (1) 
geht und den Kugelkreis doppelt berührt. 

8. Die unendlich fernen Kurven der Botationsfläohen der kub. 
Jillipse. In derselben Weise ergibt sich im Anschluß an (30): 
Der Kegelschnitt: 

(45) {-bcx + (a+p)cy + ((- ae* + a" + q)b — (a' + i))fe>}» 

- b^c\x^ + y« + ^«) « 0, ^ - 

hat für jedes der beiden Wertepaare (31) die Eigenschaft, daß er durch 
die drei unendlich fernen Punkte E^, E^, E^ der kuib, Ellipse (19) geht 
und den Kugdkreis doppelt berührt. 
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In der Tat gibt die Substitution der Koordinaten Ton E^ oder E^ 
aus (20): 

{bce{— ep + 2*)}*"" &*c*«<^* '=* 0, [bce^—ep — 2^)}* — b^c^w'^ « 

und ist andererseits nach (31) und (25): 

e{— ep + qi) ^ ± e(A + Bi) =» + w, 
e(- ep - gi) = ± e(A — BO =» ± w^'. 

9. Die unendlich fernen Kurven der Botationsfläohen der kub.. 
hyperb. Parabel. Bei der Tcub. hyperb. Parabel geht (nach (41)) der den- 
Kugelkreis doppelt berührende Kegelschnitt: 

(46) {ex - {ae^ + ae + a''±p)isy - c\x^ + y^ + xr«) = 0, ^ = 0, 

mit dem Werte (38) von p, einerseits dwrch den unendlich fernen PunM 
E^ in (35) wnd andererseits durch den doppelt zählenden PunM E^^E^^ Xy. 
indem er hier die Tangente z ^0 der Eaumkurve berührt. 

Außerdem ist die doppelt zählende Berührungssehne (42): 

(47) [cy-(be+V)ß)^^0 

selbst ein den Kugelkreis doppelt berührender Kegelschnitt, der durch 
die drei unendlich fernen Punkte E^y E^ und JE?, = E^ der Raumkurv» 
hindurchgeht. 

10. Weitere Aufgabe und kub. Parabel. Nachdem in (44) — (47) 
die unendlich fernen Kurven der durch die Raumkurve 3. 0. gehen^ 
den Rotationsflächen hergestellt sind; bleibt noch übrige die Gleichungei^ 
dieser Eotationsflächen selbst zu ermitteln. 

Dabei wird sich auch die Jcub. Parabel noch erledigen lassen. 

§ 15. Die Gleichungen der Rotationsflächen. 

1. Bestimmung der Bündelparameter. Jede durch die RoMmkurve 
3. 0. § 6, (14) hindu/rchgehende Fläche 2. 0. hat eine Gleichung von 
der Form § 9, (5) mit den Werten § 9, (30) der Koeffizienten, in. 
denen q, 6, r homogene Parameter sind. 

Die unendlich ferne Kurve einer solchen Fläche hat die Gleichung: 

(1) «322/^ + ^88^^ + 2a23y^ + ^(^si^^ + '^O'itxy «0, ^ = 0, 

deren Koeffizienten den fiinf ersten Formeln § 9; (30) zu entnehmen sind» 
SoU aber die Fläche eine Botationsfläche sein, muß ihre imend- 
lich ferne Kurve, zunächst für die kub. Hyperbel die Gleichung § 14,. 
(44) haben. Daher müssen die Koeffizienten § 9, (30) von (1) und 
die von § 14, (44) einander proportional, oder, da der Proportionali- 
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tätsfaktor in q, 6y x aufgenommen werden kann, einander gleich sein. 
So ergeben sich durch Gleichsetzen der Koeffizienten a^^j a^^j a^^y wo- 
bei in § 9, (30) noch Z = l, w = 0, n— » — e* zu nehmen ist, die Be- 
dingungen: 

aQ + a6 — ae^x = {a + py — 6*, 

^ ^ V6 + he^x 2{{ae^ + «"+ q)i - (a' + p)V), 6 = 2(a+p). 

Hieraus folgen für die Bündelparameter q, tf, x die Werte: 
.gx aQ^^ a'^ - &« - 2a{ae^ + a" + q) + p\ 

^ <y - 2(a' -h i)), e^x - - 2(ac« + a -h g), 

mit denen noch: 

(4) aq + aö 6* — 2a(ae^ + a" +q) + (a' + pf. 

2. Bestinmiiing der Koeffizienten. Sind hiernach die Parameter 
Q, 6y X so bestimmt worden, daß die Koeffizienten a^^, a^^, a^^ in § 9, 
(30) den gleichnamigen in § 14, (44) gleich werden, so müssen die 
mit diesen Parametern (3) gebildeten Koeffizienten a^j und a^^ in 
§ 9, (30) von selbst den gleichnamigen in § 14, (44) gleich werden. 
Man kann dies in der Tat bestätigen unter Benutzung der Formeln 
(4) und § 14, (17); (18). Dann aber ist überhaupt die linke Seite der 
Gleichung § 14, (44) mit dem Teü (1) der Gleichung § 9, (5), (30) 
identisch, und man hat nur noch in den Koeffizienten 20^^, 20^4^ 2a^^ 
von § 9, (30) die Werte (3) von q, 0, x einzusetzen. Dies gibt mit 
Rücksicht auf (4): 

i2a,,^2h'c\a'+p), 2a,^^-bc' {b^ + 2a(ae' + a''+q)-(a+py}, 
\2a^^^hc{('^b^-2a(ae' + a'' + q) + {a'+py)V-^2a"b(a+p)]. 

3. Die vier Botationsfläohen der kub. Hyperbel. So ergibt sich 
schließlich der Satz: 

Die Gleichimg der vier dwrch die hüb. Hyperbel § 14, (1) gehenden 
Rotationsflächen lautet: 

{-bcx + {a'+p)cy + {{ae^ + a"+ q)b- {a'+p)b')z] ' 

-b^c^x^ + y^ + z^) + 2a^^xt+2a^^yt + 2 a^^ist ^ 0. 

Hier haben 2ai4, 2a24, 203^ die Werte (5) und p, q die Werte § 14, 
(14). Die Gleichung (6) entspricht den Werten (3) der Parameter 9, 
^, X des Bündels in § 9, (30). 

4. Die zwei Kotationsfläohen der kub. Ellipse. Die Betrachtungen 
unter 1; 2 knüpften an die Formeln § 14, (44); (17); (18) an, die 
sich auf die kub. Hyperbel beziehen; die entsprechenden § 14, (45), 
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(32), (33) für die kub. Ellipse haben nur — ^ an Stelle von c*, also 
folgt in gleicher Weise: 

Die Gleichung der beiden durch die huib. Ellipse § 14, (19) gehen- 
den Botationsflächen lautet: 

[- lex + (a'+ p)cy + ((- ae^ + a"+ q)l - (a' + i>)60^}' 
— 'b^c\x^ + y^ + z^) + 2a^^xt + 2a^^yt + 2a^^sst = 0. 
Hier ist: 

|2a,, = 2&V(a'+i>), 2a^^^hc^[l^+2a{^a^+a"+q)^{a:+py], 
^2a3^-6c{(~6«-2a(-a6» + a"+2)+(a' + p)«)6'-2(i"6(a'+i>)}, 

und haben p, q die Werte § 14, (31). Die Gleichung (7) entspricht^ 
nach (3) mit — e* für 6*, den Werten: 

^ '^ <y = 2(a+p), e^t « 2(- ae* + a'+ q) 

der Bündelparameter q, <y, r in § 9, (30), wo überdies Z— 1, m=0, w=*e 



2- 



5. Die drei Botationsfläclxen der kub. "hyperb. Parabel. Für 
Z=«0, w=»l, n^ — e werden die Koeffizienten § 9, (30) der unend- 
lich fernen Kurve (1) der Bündelfläche q, 6, r: 



(10) 



a^2 == "" ac^exy 



«33 al{he+l')Q-l{aVe-]-a'V-ah)6--e{aV^-a'W+a''h^)v^ 

2ag8 ^ c[abQ + l{ae + a)6 — {a'h — 2aV)ex ] , 
2031 ^ "~ l^c{p — et), 2a^2 = 0. 

Die entsprechenden Koeffizienten der mit ae multiplizierten Gleichung 
§ 14, (46) sind: 

(11) a22 = — ac^e, a33=«ae(J.*-- c'), 2a23 = 0, 2a^i = — 2aceÄf 2ai2 = 

mit der Abkürzung: 

(12) Ä^ae^ + ae + a''±p, 

und die mit — ae multiplizierten von § 14, (17): 

(13) «22 = — ac^e, «83 = — ae(jbe + Vy, 2a^^ =» 2ace{be + 6'), 

2a3i = 0, 2ai2 - 0. 

Die Vergleichung der Koeffizienten a^, a^j, a^^ in (10) und 
(11) gibt: 

r=-l, alQ + l{ae+a')6-'{cLh'-2aV)et=0, b^(6-er)^2aeÄ, 
und daraus: 

(14) b''Q^-2(ae + a')Ae'^be(be + 2V), b^6='{2aÄ + b^)e, t-L 
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Die Koeffizienten a„ in (10) nnd (11) werden damit Ton selbst gleich 
und die drei letzten in § 9, (30) werden: 

^^^^ l 26oj4 ce{2a(ah'e + a"b)Ä + ahh'(he + 2b')-(a'b'-a%)l*]. 

Die Yergleichnng der Koeffizienten a„, o^g, a,^ in (10) imd 
(13) gibt: 

r=l, ahQ + l)(ae + a')6—[{a'h'-2ah')et-=2ae{be + V), (j — cr«0 

und daraus: 

(16) (> — «*> <y = ö, r — 1 
und nach § 9, (30): 

(17) 2ai^-6V6, 2a^^'^ — (ae + a)bec», 2a^^^hce{aVe + a'V --a'h). 

Durch die hub. hyperh, Parabel § 14, (34) gehen zuerst die zwei 
Botaiionsflächen: 

(18) ae(cX'-'Aey — aec^{x^ + y* + jg^) + 2a^^xt + 2a^yt + 2a^^jst^0 

mit den Werten (^12) von Ä und § 14, (38) von p. Die Koeffizienten 
^i4> ^24> ^84 haben die Werte in (15), die Bündelparameter q, ö, t die 
Werte in (14). 

Dazu kommt noch als dritte Botations fläche: 

(19) —ae[cy — (he + 6')^}' + 2a^^xt+ 2a^^yt + 2aQ^zt - 

mit den Werten (17) von aj^, 0,4, a^^. Sie ist der parabolische Zy- 
linder § 9, (17) mit den Werten (16) der Bündelparameter. 

6. Die zwei Botationsfläohen der kub. Parabel. Für Z » 0, m » 0, 
n »= 1 werden die ersten Koeffizienten § 9, (30) der Bündelfläche Q,6,r: 

(20) Oji = 0, a„ - ac^tr, a^ « ab^Q + abV6+{ab'^ — a'bV + a''b^)t, 
2028 *" ^{"^ ^^^ + (^'^ ~" 2aV)r], 2a^i = — b^ct, 2ai^ = 0. 

Eine solche Fläche ist, da a^, = 0, eine Rotationsfläche, wenn 
eine der folgenden Bedingungen erfüllt ist (II § 100, 3): 

(21) «2« + 0, asi - 0, ai2 = 0, (a^ - a^j) (a^ - a^^) - afj « 0, 
oder: 

(22) o^i + 0, ai2 - 0, flr,3 = 0, (a^ - agj) (a„ - o^) - aj^ « 0, 
oder: 

(23) »28 == 0; ^81 ==* ö; aj2 ^ und a^, = «33 oder »33 =» a^^ oder o^ = a^j. 

Die Bedingungen (21) würden nach (20) erfordern, daß r = und 
damit »22 ^ 0. Dann würde aber die letzte Gleichung (21) sich auf 
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^23 "" verkürzen und der ersten widersprechen. Die Bedingungen 
(22) geben neben r 4= : 

— ahö + (ab — 2aV)r - 0, 

4a(aVQ + aWö + {aV^ - abV + a'V - ac^x) + bU^O 

oder^ indem r » ab angenommen wird: 

(24) 4a6p - 4a(a6'2 + ac« - a"V) -b\ 6^ a'b - 2aV, x - ab. 

Mit diesen Werten wird dann nach (20) und § 9, (30): 

(25) a„ - a^bc\ ^a^^ « 6(4a*c« - 6*), 2a^^ ab^c\ 

j2ai^-6V(a6-2a&'), 
<26) 8ag4 « - c«{4a(a6'« + ao» - a"6«) - 6* + 4a'6(a 6 - 2a6')}, 

Isoj^ « c{4a6'(«&'*+«c*-^"ft')-6*&'+46(a6-2a6')(a J '-«"6) } • 
Die Bedingungen (23) verlangen r = 0, (j =- 0, worauf mit (> = 1: 

(27) a^i - 0, «2« =• 0, as, ^ ab' + 0, 

also die Bedingung a^^ » a^^ erfüllt ist. Zugleich wird nach § 9, (30) : 

(28) 2«!^ « 0, 2a^ = — abc', 2a^^ « abVc. 

Mit den Koeffizienten (25) folgt nunmehr: 
Dwrch die kub. Parabel: 

(29) X'^aX^ + ak' + a'A, y = tA» + t'A, ;gr = cA, ^ - 1 

^^^ Jt6 BoMians fläche: 

(30) — 6(2aca:+6^^)'+4a^6c^(a:«+y«+;er«)+8ai4a;^4.8aa4y^+8a8^igf^==0 

i»Ä de» Werten (26) vow a^^ a^^, a^ und den Bünddparametem (24). 
Dazu kommt nach (27) und (28) noch die Rotationsfläche: 

(31) bz' - c'yt + Vczt == 0, 
•der parabolische Zylinder § 9, (20). 

7. Berührangssehnen bei der kub. Parabel. Die Beruhrungs- 
^ehnen der beiden Botationsflmhen (30) und (31) sind nach der Form 
I ^ — der Gleichungen: 

\{x >v (32) 2acx + Vz^O, t^ 0; (33) z^O, ^ « 0. 

Ix \ ' 

\ ,.'-— \ Die letztere ist die Tangente § 8, (39) der Jcub. 

< iCz \^^^ Parabd im dreifach zählenden unendlich fernen 

\p\g .^ r' Punkte E^^E^^E^^ X, die erstere BB' geht 

X^JsT^^ durch die Ecke Y des Koordinatendreiecks XYZ 

^\ (Fig. 29). Daher hat Y in bezug auf den Eugel- 

Pig. 29. ^ kreis k und die unendlich ferne Kurve r der Fläche (30) 
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dieselbe Polare XP-XZ(y-O). Der Schnittpunkt D von BB' mit 
y = ist einer der beiden Doppelpunkte D, D' der Involution, die 
«uf y = durch die Schnittpunkte X, P mit r und diejenigen mit h 
bestimmt wird (§ 13, 4). 

§ 16. Besondere Fälle von Botationsflächen. 

1. Kub. Mlipse mit Botationszylinder. Bei der kub. Ellipse: 

<1) x^aX^ + aX^ + a"X, y « JX« + VX, z ^ cX, t^X^ + e^ 

haben die Seiten s^ und s^ des Dreiecks E^E^E^ der drei unendlich 
fernen Punkte § 14, (20) nach § 14, (5) die Linienkoordinaten: 

(2) w = 0, V ^ Zq^ — ceiy w =^ — y^^he^ + Vei\ 
M =« 0, v = ;8r^ = ceiy «c; = — y^ = 66* — 6'ei, 

die gleichzeitig die drei ersten Koordinaten der durch die Seiten ge- 
henden Ebenen u, v, w, s im Räume sind (I § 49, 4). Da nun mit 
den Werten (2): 

(3) u^ + v^ + w^^ e*(6V ~ c* - 6'« ± 2hh'ei), 

so folgt (II § 84, (9')): 
I. Die Bedingungen: 

(4) V - 0, b^e^ _ c» - (c = sbe, « = ± 1) 

sind notwendig und hinreichend dafür, daß die beiden 
imaginären Seiten E^E^ und E^E^ des Dreiecks der Pig. »o. 

unendlich fernen Punkte der hob. Ellipse (1) Tangenten des imaginären 
Kugdhreises k sind (in Fig. 30 schematisch als reell dargestellt). 

Der durch die Kurve (1) gehende einzige Zylinder § 9, (10); (5) 
kann, da für ihn: 

a^i^O, «22+0, «33+0, «81 = 0, ai2==0, 

(«11 - 0^22) («11 - «83) - < = 6'c«e«+ 
ist, nur dann eine Rotationsfläche sein, wenn (§ 15, (21); (23)): 
«23 = — 6'c = 0, «38 — «22 =■ b^e^ + V^ — c* =« 0. 

r. Der im Allgemeinen elliptisdie Zylinder der kub. Ellipse (1) 
ist immer und nur unter den Bedingungen (4) ein Rotationsisylinder 
(gerader Kreiszylinder)}) 




1) F. Lindemann, Vorles. Raum (1891), S. 251; Th. Reye, Geom. d. L. 
2 (1892), S. 321. 

Stande: Kabische Eegelachiiitte 6 
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2. Die beiden BotaüonBflftohen der knb. Ellipse (1), (4). Im 
FaUe (4) wird nach § 14, (23): 

nnd damit: 



- a + >/?"+?* - 2(ac« - ay. 
Nach § 14, (26); (27) ist dann, da e> 0: 
A = 8ae{8 = sign. a)y B - d(ae» - a"); 2AB - 2(ac« - a")a'e, 
und nach § 14, (31) haben j>, g die Werte: 
(5) p^ — a, q==^ ae? — a", oder: (6) p ^ a\ q^ — (aa* — a"). 

Da für das Wertepaar (5): a' + p = 0, — ae* + a" + 2=*0, so gehört 
dazu nach § 15, (7); (8) als erste Botatians fläche: 

(7) y^ + g^^hyt^O, 

also der mit (4) aus § 9, (10) entstehende Botationszylinder. 

Für das Wertepaar (6) wird a + p ^ 2a y — ae^ + a" + g = 
^2(ae^-a') und damit nach § 15, (7); (8) mit (4) die Gleichung 
der zweiten Botations fläche: 

(8) (4a'« - &0^y' + (4(ae' - O* - &'6«);&« - 8^ a'e(ae> - a'')y0 

+ 4£6e(ae* — a')0x — 4a'be^xy + AiaVe^xt 

- 6e«(4a(ae« - a ') + 4a » - 6»)y^ - 4£a'a"6e;?^ « 0. 

Die unendlich ferne Kurve des Zylinders (7) ist das imaginäre 
Linienpaar r^r^ (Fig. 30), dessen Seiten den Eugelkreis Tc in JB^, B^ be- 
rühren und das die drei Punkte E^ E^, E^ der Kurye (1), den ersten 
E^ als Doppelpunkt, enthält. Die zugehörige Berührungssehne BqBq'' 
ist die Seite rc «- des Dreiecks X YZ. Die unendlich ferne Kurve 
r der Fläche (8) berührt den Kugelkreis in B, S. Die zugehörig» 
Berührungssehne BB^ hat nach § 15, (7) die Gleichung: 

(9) hex — 2a ey + 2f(aa* — a > = 0. 

3. Kub. Ellipse mit Botationszylinder und BotationskegeL Die 
Bündelparameter der Fläche (8) haben nach § 15, (9) die Werte: 

(10) aQ « 4a(ae» - a") -h\ 6^ 4a', e^x - - A{ae^ - a"), 
sodaß: 

(11) - \ae\Qr - 6^) = 4a((ae« - a'? + a'*0 - {ae' - a'')b\ 
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Während daher die Fläche (8) im allgemeinen ein Botationshyperhöloid 
ißt (§ 9, (32)), wird sie im Falle (§ 9, (33)): 

(12) Aa{(ae^ - a")* + a'*e«) - {ae" - a'')h^ - 

ein Botatiomkegely der Sehnenkegel des Punktes: 

^-o\ Q c 4a(ag* — gp — fe' — a g* 

^ ^ et 4,aa ae' — a 

Sind für die kub. Ellipse (1) die Bedingungen (4) und (12) erfüllt, 
so geht durch sie ein Botationsjsylinder und ein Rotationskegel. 
Ist neben (4) die Bedingung (12) dadurch erfüllt, daß: 

(14) a' - 0, 4a (ac* - a") - &« - 0, ae« - a" + 

so wird der Rotationskegel der Scheitelkegel X = 0. Seine Gleichung 
wird nach (8), (4) und (14): 

(15) acY + «"&*^' - *^^^^ - 0; 
in Übereinstimmung mit § 9, (7). 

4. Kub. Ellipse mit nur einer Botationsfläohe. Für die beiden 
imaginären unendlich fernen Punkte E^ und E^ der kub. Ellipse 
in § 14, (20) ist nach § 14, (11), (ir); (24): 

woraus mit Rücksicht auf die Werte § 14, (23) 
von a und ß folgt (in Fig. 31 reeU dargestellt): 
II. Die beiden imaginären unendlich fernen 
Punkte der kub. Ellipse (1) liegen immer dann 
und wwr dann auf dem imaginären Kugdkreis^) § 13, (4)^, wenn: 

(16) {a^ - ay - (a'« + b')e' + V^ + c^ = 0, {ae^ - a'')a' - bV = 0. 

Mit a = 0, ß^O ist dann auch A = 0, B = (§ 14, (26)) und i)-0, 
g ==: (§ 14, (31^). Aber auch umgekehrt können die beiden Werte- 
paare § 14, (31) nur gleich werden, wenn A = 0, B =* und nach 
§ 14, (27) c. =» 0, /3 = 0. 

II'. Immer und nur unter der Bedingung (16) fallen die beiden 
durch die kub. Ellipse gehenden Rotationsflächen in eine einzige zusammen.^) 




1) W. Wirtinger, Wien. Sitz.ber. 94 (1886), 2. Abt., S. 302; R.Bricard, S.M. 
F. Bull. 32 (1904), S. 269; J. Majcen, Agram Ak. 168 (1904), S. 69; A. Grünwald, 
Zeitschr. Math. Phys. 65 (1907), S. 264; F. Rulf, Monatsh. f. Math. 21 (1910), S. 829. 

2) L. Cremona, J. f. Math. 68 (1864), S. 144; A. Hurwitz, Math. Ann. 
30 (1887), S. 298. 

6* 
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Die Gleichung dieser Botationsfläche lautet nach § 15, (7); (8): 

(17) [bcx - a'cy + {(ae^ - a')h + a'&O^} ' - ^'^(^' + y' + ^') 

+ 2a'h^c^xt — 6c*(2a(ae« — a") + a'* — 6^;y^ 
+ 6(?((2a(ae« - a") + a « - b^V - 2a a'^);^^ =- 0. 

Ihre Berührungssehne: 

(18) 6ca; - a'cy + {{ae^ - a")& + a'V)z = 

ist nach § 14, (5) die Seite 5^ - E^E^ des Dreiecks E^E^E^ (Fig. 31). 

5« Kub. Ellipse mit Botationskegel. Die Bündelparameter der 
Fläche (17) sind nach § 15, (9): 

(19) aQ = 2a(ae« - a") - a'^ - &^ tf = 2a', c«t = - 2(ae^ - a"), 
sodaß : 

(20) - ^ae\Qt - O = 2a((ae^ - a"? + a'«e«) - (ae^ - a")(a'* + 6*). 

Js^ für die Tcub. Ellipse (1) neben (16) die Bedingung: 

(21) 2a{{ae^ - a'? + a'^e«) - {ae^ - a'){a'^ + 6^) = 

erfüllt, so ist die einzige durch sie gehende Botationsfläche ein Botdtions- 
Tcegd. Er ist der Sehnenkegel des Punktes: 

/Of)\ 1 _ ^ ^ _ "^^{^^^ — O ~ ^** — ^' — <*'«* 

^ ^ tf r 2aa ae' — a 

Er wird im besonderen der Scheitelkegel >L = 0, wenn die Bedingung 
(21) dadurch erfüUt ist daß: 

a' == 0, ae^ - a" + 0, 2a(aß* - a") - ft^ =- 0, 

womit aus (16) wird: 

(ae^ - ay - hh' + c« = 0, V = 0. 

Daraus folgt schließlich, daß unter den Bedingungen: 

(23) a' = 0, 6' « 0, h' = 2a(ae2 _ a"), c« = (ae« + a''){ae^ - a") 

rf/ö einzige dwrch die Tcuh, Ellipse gellende Botationsfläche der ScheHd- 
kegd ist. 

Seine Gleichung wird nach (17) und (23), wie in (15): 

(24) acY + «"6'^' - i^czx = 0. 

6. Der kub. Ereis. Unter den Bedingungen (4) berühren die 
Seiten E^^E^ und E^Eq des unendlich fernen Dreiecks der kub. Ellipse 
(1) den Kugelkreis (Fig. 30), unter den Bedingungen (16) liegen die 
Ecken E^, E^ auf dem Kugelkreis (Fig. 31). Wenn die Bedingungen 



§ 16, 6—7 



85 




' Fig. SS. 



(4) und (16) gleichzeitig erfüllt sind, gelten beide Folgerungen (Fig. 32). 
Infolge von (4) wird aber aus (16): 

was nur möglich, wenn beide Faktoren der zweiten Gleichung ver- 
schwinden, also: 

I. Immer und nur dann, wenn für die Mb, Ellipse (1) die Be^ 
dingungen erfüllt sind: 

(25)a=0, 6'=0, a6«-a"-0, 6V-c««0 {c^^sle, f - ± 1) 

liegen die beiden imaginären Ecken E^ und E^ des <ifj'X 
unendlich fernen Dreiecks E^E^E^ auf dem Kugelkreis 
tmd sind die beiden imaginären Seiten E^E^ und E^E^ 
die Tangerden des Kugelkreises in ihnen. 

Wir nennen die Kurve (1) dann einen kubischen 
Kreis^), Die Parameterdarstellung (1) nimmt für den 
kub. Kreis nach (25) die Form an: 

(26) a: = a A(A* + e«), y = & A», g'^sbeX, t^X^+ e% 

während die eweite Rotationsfläche (8) des Falles (4) und die einzige 
Rotationsfläche (17) des Falles (16) sich beide in dem Rotations- 
Zylinder (7) vereinigen. 

n. Die einzige durch den kub, Kreis gehende Botatumsfläche ist der 
Botationszylinder (7). 

III. Da man in (26) das Vorzeichen von X umkehren darf, kann das 
doppelte Vorzeichen von z auch nach x verlegt und dann in a auf- 
genommen werden. 

7. Botationsflftohen der gleichseitigen kub. Hyperbel. Das Ko- 
ordinatendreieck XYZ in der unendlich fernen Ebene ist nach § 14, 2 
ein Polardreieck des imaginären Kugelkreises k. SoU 
auch das Dreieck E^E^E^ der kub. Hyperbel in 
§ 14, (2) ein solches Polardreieck sein, so müssen, da die 
Ecken E^ und X. zusammenfallen, auch die Seiten E^E^ 
und YZ zusammenfallen, also E^ und E^ auf der Seite 
x^O liegen und überdies harmonische Pole des Kugel- 
kreises sein. Dies gibt nach § 14, (2) die Bedingungen: 



E'X 




^0=0, 



Xr 



0; yoyo'+ W=o 



Flg. S3. 

oder (Fig. 33): 



1) A. Schoenflies, Gteom. d. Beweg., Leipzig 1886, S. 117; W. Fiedler^ 
Darstell. Geom. 2 (1886), S. 132; F. Schuh, Zeitachr. Math. Phys. 47 (1902), 
S. 377; R. 0. GonsentiuB, ebd. 26 (1880), S. 119 bezeiohnet als knb. Kreis die 
knb. Ellipse § 16, 1. 
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Bas Dreieck der unendlich ferner^ Funkte der hob. Hyperbel § 14, (1) 
ist ein Foloi/rdreieck des imaginären Kugelkreises unter den Bedingungen: 

<27) ae«+a"=0, a'-O, 6V-6'»-c«-0. 

Es sind die der gleichseitigen kub. Hyperbel in § 9, (47). 

Die yier durch diese Hyperbel gehenden gleichseitigen Rotations^ 
hyperboloide sind nach § 15, (6): 

(28) { bcx - cpy + {Vp-bq)e]^— b^c\x^ +y^ + e^) 

+ 2V^pxt + bc\2aq + V^p^)yt 

- bc{{2ag + V- p^V +2a"bp)zt « 0, 

wo nach § 14, (15), (17), (18) in den Wertepaaren jj, g: 

(29) w;> - {{be + V? + c^)e^ , w^^ ((be - 6? + c^)e^ ; 

und die Bündelparameter nach § 15, (3) die Werte haben: 

(30) ag b^—2aq+p\ 6^ 2p, e^t^ — 2q. 

8. Kub. Parabel mit Botationskegel. Die Bündelparameter des 
einen durch die kub. Parabel gehenden Rotationshyperboloides haben 
die Werte § 15, (24). Unter der Bedingung: 

(31) 4(pr - ö^) == 4a(a&'*+ ac«- a"&») - 4(a'6 - 2aby-b^^0 

geht jedoch dieses Hyperboloid in einen Botationskegel über, den Sehnten- 
kegd des Punktes: 

^^ ) a t ^ 4a&(a6 — 2a&') ^ ab 

Für den Fall: 

(33) 2a6'-a'6-0, 4a(a6'«+ ac«- a"6«) - 6*=- 

wird dieser Rotationskegel § 15, (30) der Sehnenkegel A =- (§9, (7)): 

(34) Aa^cY + (4«*c* - ^^)^' - 4:abhzx = . 

IV. Kapitel. 

Die einzelnea Arten der kub. Kegelschaitte. 

§ 17. Die kubische Ellipse. 

1. Anordnung. Wir haben bisher die gemeinsamen Eigenschaften 
aller Raumkurven 3. 0. in den Vordergrund gestellt, jedoch immer 
schon auf die Besonderheiten der vier Arten § 6, (18) hingewiesen. 
Wir stellen nun in der Folge den Artbegriff voran und verbinden die 



§ 17, 2-4 



87 



bisher zerstreuten Eigenschaften mit anderen neu abzuleitenden Eigen- 
Bchaften zu einem Gesamtbild jeder einzelnen Art, 

2. Die FarameterdarsteUangen. Bezogen auf ein reditwinJcUges 
System Oxyz wird die hob. EUipse nach § 6, (14); (18); § 7, (11) 
und § 8, (11) allgemein durch die folgende Parameterdarstellung ihrer 
Funkte, Schmiegungsebenen nnd Tangenten gegeben: 

(U « bce^y 

V — (aA'— Sae^X — a'e^)c, 

(2) 



(1) 



X =s ak^ + aX^ -h a'X, 

y= bX'^+VX, 

z = cX, 

\t ^x^+e^', 



(3) fti {2aX + a')cX^, 

\pxt—{aX{bX + 2V)-\'a'V—a"b)X\ 



w « aXi- VX^ + %be^X + 36' e«) 

+ (a'6'-a"6)eS 
V5 « — abcX^\ 
Pi4=aA*+(3ae'-a")A*+2a'c«A+aV, 



wo a&ce 4" uiid ohne Beschränkung 6=1 gesetzt werden kann. 

3. Durchdringong von Zylinder und KegeL Die Kurve ist nach 
§11, (21); (20) der iäyrige Durchschnitt des elliptischen Zylinders: 

<4) cV- 2Vcyz + (Ve^+V^)z^-bc^yt + bb'czt - 

(Fig. 34 durch zwei Schnitte 
h und K in den parallelen 
Ebenen Oyz und O'y' z gege- 
ben) und des Kegds: 

(5) ac^y^ + (a'6 - 2aV)cyz 
j^{aV^^abV+ab')z^ 
— 6*C;8fa: = 

{Fig. 34 durch die Spitze 
und den Schnitt Tc in der 
Ebene O'yz gegeben), welche 
beiden Flächen außerdem die 
^- Achse gemein haben. 

4« Bestimmtheit des recht- 
is^nkligen Systems. Das System 
Oxyz y auf das sich die Dar- 
stellung (1) — (5) bezieht, ist 
•ein ganz bestimmtes. 

Sein Anfangspunkt ist 
der einzige SdieitdpunJd X^O ^ ^ c ^ pig. »4. 
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der Kurve (§ 11, 2, I), seine a?- Achse die durch ihn gehende Erzeu- 
gende des einzigen (§ 9, 4, 1) Zylinders (4), der durch die Kurve geht^ 
seine rry-Ebene: 

(6) z^o (oaÄÄ') 

diejenige Diametralebene des Zylinders^ die den Scheitelpunkt mit. 
der einzigen (§ 8, 12, I) Asymptote {AÄ Fig. 34) verbindet. 

Deshalb sind die Gleichn/ngen der Mittelpunktsachse des Zylinder» 
(MM' Fig. 34) und der Asymptote von der Form (§ 9, (11); § 8, (35) 
mit t = 1): 

(7) y==|, ^-0; 

(8) y»6, ^-0. 

5« Weitere Soheitelelemente. Zugleich ist die ^-Achse gemein- 
same Erzeugende des elliptischen Zylinders (4) und des Scheitel- 
kegels (5), und die a;y-Ebene (6) die Tangentialebene Ot^ des Schei- 
telkegels längs der rr-Achse. 

Der Tangentialebene des Zylinders längs der a;-Achse (§ 11^ (25)): 

(9) cy-Ve^O (Os^, 00' BB^ 
ist parallel die Asymptotenebene (§ 7, (25)): 

(10) • cy-Vz-bc^O (DD'), 

die Tangentialebene des Zylinders längs der Asymptote (8). Die zu 
beiden Ebenen (9) und (10) parallele Ebene: 

(11) cy-'b'z-^bc^O (CC) 

ist daher die zu (6) konjugierte Diametralebene des Zylinders. 
Die Scheiteltangente der Kurve (§ 11, (27)): 

(12) x:y:js^a':V:c (OT) 

ist diejenige Erzeugende des Scheitelkegels, die in der Tangential- 
ebene (9) des Zylinders liegt. 

Die Scheitelschmiegungsebene: 

(13) c(bx - ay) + (a'V - a'b)z = (OTT) 

ist nach § 11, (28) Tangentialebene des Scheitelkegels längs der Schei- 
teltangente. 

6. Die beiden Durchmesser. Die Mittelpunktsachse (7) des Zy- 
linders (4) (MM' Fig. 34) ist nach § 11, 9 der einzige Achsendu/rch-- 
messer der Kurve. 
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Die Schnittlinie der beiden Tangentialebenen (6) und (13) des 
Kegels (5): 

(14) x:y'.z^a':hiQ (OS) 

ist nach § 11, 8 der eineige Scheitddurchmesser der Kurve. 

Die beideif Durchmesser MM' und OS schneiden sich im Punkte: 

(15) ^-1', y=^-, ^-0, {Q), 

der Scheiteldurchmesser OS und die Asymptote AA' im Punkte: 

(16) x = ay y = 6, ^ = (B), 

7. Die vom Achsendiirohmesser halbierten Sehnen. Nach§ll;(39) 
halbiert der Achsendurchmesser (7) alle Sehnen der Jcub, Ellipse, deren 
EndpunMe X und X\ durch die Bedingung: 

(17) XX' ^-e' 

verbunden, in derselben Diametralebene des elliptischen Zylinders (4) 
liegen. 

Die Koordinaten des Mittelpunktes einer solchen Sehne sind nach 
§ 11, (40): 

(18) ^-^(A + AO + I, y = |, g-O. 

Umgekehrt gehört daher zu jedem Punkte x des Durchmessers (7) 
eine aus den Angaben: 

(19) x + X'^^^^^, Ar=~6« 

mittels einer quadratischen Gleichung bestimmte reelle Sehne XX', die 
der Punkt halbiert. 

8. Die Nebenscheitelpunkte. Zu den vom Achsendurchmesser 
halbierten Sehnen gehört die den Scheitelpunkt X ^0 und den un- 
endlich fernen Punkt ^'=00 verbindende a?- Achse, femer diejenige 
Sehne, welche die ,jNebenscheitelpunkt&^ N und N': 

(20) A = e und X'^ — e 

verbindet und nach (18) den Punkt (15) als Mittelpunkt hat. Da für 
alle Punkte der Kurve (1) mit ^ = 1 : 

(21) ^y-*'^"!«^^ 

so liegen die Nebenscheitelpunkte, für die X^ = e^, mit dem Punkt 
A — 00 als dritten, in der Diametralebene (11) des elliptischen Zylinders. 
Ihre Tangenten sind, da nach (3) p^^ = 0, parallel der Ebene (6). 
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9. Ort der halbierten Seimen. Der Ort der vom Achsendvi/rch' 
fnesser halbierten Sehnen ist nach § 11; (47) die Flache 2. 0.: 

(22) 2ac^y^ + {{a€»+ a')V + {2aV - ah)V } e^ 

— (4a6' — a'V)cye — Vczx — dbc^yt + ahVcet — . 

Sie ist, da in der Bezeichnung von § 9, (5): A^^^ — aj^aj* + und 
nach § 9, (32) stets ein einschaliges Hyperboloid (II § 99, (31)). 

10« Die vom Soheiteldurohmesser halbierten Sehnen. Nach 

§ 11, 8 halbiert der Scheitddurchmesser (14) alle Sehnen der Mb. Ellipse, 
deren Endpunkte k und l! durch die Bedingung-, 

(23) X + >1'=0 

i)erbunden sind, also alle Sehnen A, — X. 

Da der Punkt X der Kurve nach (1) durch die Ebene: 

(24) (cy — Vz) - A&xf - 

«ines durch die 2;-Achse gelegten Ebenenbüschels gekennzeichnet ist, 
so liegen die Endpunkte X und — X der Sehne in zwei solchen Ebenere 
des Büschels (24), die zu den beiden Tangentialebenen (9) und (6) des 
Zylinders und Kegels längs der x-Achse harmonisch sind. 

Die Koordinaten des Mittelpunktes der Sehne X, — >l sind nach 
§ 11,(37) mit ^==1: 

(25) ^"ÄM=?' ä'^XM^- '^^' 

Stellt man den Durchmesser (14) in der Form § 11, (32): 

(26) x-^a6y y^böy z-^0 

dar, so sind die Endpunkte der Sehne, die einen gegebenen Punkt tf 
des Durchmessers trifft, nach § 11, (35): 



<27) ^-ey^^, ^'—Vt^c- 

Sie sind daher nur reell, wenn der Punkt 6 mit ^ <y ^ 1 zwischen 
dem Scheitelpunkt und dem Schnittpunkt (16) des Durchmessers 
(26) mit der Asymptote (8) liegt. Die diesen äußersten Werten ent- 
sprechenden Sehnen A, — A sind die Scheitdtangente und die Asymptote. 
Die Sehne X^ e, A'= — 6 wird nach (17) und (23) sowohl vom 
Scheitddurchmesser wie vom Achsendurchmesser halbiert, und ihr Mittel- 
punkt ist der Punkt (15). 

IL Ort der halbierten Sehnen. Der Ort der vom Scheitdäurch- 
messer halbierten Sehnen ist nach § 11, (44) das hyperbolische Paraholoid: 



§ 17, 11—12 
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<28) acy-{abe^+2aV-a''b)cyg^ahe^+ab'-a'b)b'0''+bVc0x-bc^^^ 

+ b^c^xt - abc^yt + (a 6'— a'b)bcat - . 

Es ist gleichseitig in dem besonderen Falle, daß zwischea den 
Koeffizienten in (1) die Beziehung besteht (II § 100, (13)): 

(29) {ae^ - a'')bV + a'(&'' + c«) - . 

12, Die Aohsenkegelsohnitte. Der Achsenkegelschnitt X der kub. 
Ellipse ist nach § 10^ 5, I eine Ellipse, wenn: 

(30) -eyS<l<eyS, 

eine Hyperbel, wenn X außerhalb des Intervalles (30) liegt, eine Pa- 
rabel in den beiden parallelen Schmiegungsebenen § 8, (32) , die den 
Grenzen (^es IntervaUes (30) entsprechen. 

Von den beiden ausgezeichneten Achsenkegelschnitten X =» und 

A = (X) (§ 10,(4)): 

(31) (a"u + b'v + cwy - 5e*s(au + bv + s)^0, 

(32) (a'u + bv + sy — Sau{a"u + b'v + cw) ^ 

ist daher der erste eine EUipse, /^^^ /a:S:e 

der zweite eine Hyperbel, jene in 
der Scheüdschmiegungsebene, diese 
in der Asymptotenebene gelegen. 
Beide Ebenen schneiden sich 
in der Verbindungslinie r^ der 
beiden Punkte: 

(33) a"u + Vv + cw=^0 und 

au -{-bv + s ^0, 

des unendlich fernen Punktes der 
Scheiteltangente (12) und des 
Schnittpunktes (16) des Scheitel- 
durchmessers mit der Asymptote. " " ^ 
In der Tat liegt jeder der beiden Punkte (33) in jeder der beiden Ebenen 
(13) und (10) (Fig. 34 würde r^ als die durch J? gezogene Parallele 
zu OT erhalten). 

Nach der Form ihrer Gleichung (11 § 52, (7')) hat die Ellipse 
(31) in den Punkten = 0, 0, 0, 1 und R « a', 6, 0, 1 paraUele Tan- 
genten von der Richtung a" : fe':c (r^ und r^ Fig. 35). Ebenso hat die 
Hyperbel (32) zwei vom Punkte J? « a', fe, 0, 1 ausgehende und in 
den unendlich fernen Punkten a", 6', c, und 1, 0, 0, berührende 
Tangenten. Es ist also ü der Mittelpunkt und sind die Gerade r^ 




Fig. 85. 
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und die Asymptote a der kub. Ellipse die beiden Asymptoten der Hy- 
perbel. 

Wie die gemeinsamen Punkte der beiden Flächen (4) und (5), 
mit AlBug der x-Ächse, die Punkte (1) der Jcub, Ellipse sind, so sind 
die gemeinsamen Tangentialebenen der beiden Kegelschnitte (31) und 
(32) {PP'P" Fig. 35), mit Abzug des Ebenenbüschels der Geraden r^y 
die Schmiegungsebenen (2). 

Von dem Ebenenbüschel sind nur zwei Ebenen, die der Kegel- 
schnitte (31) und (32) selbst, Schmiegungsebenen. 

13. Das natürliche Koordinatensystem der kub. Ellipse. Für 

die kub. EUipse ist das schiefwinklige System 0|ijt der Scheitel- 
elemente § 12, 1 ein einziges ausgezeichnetes; wir bezeichnen es jetzt 
wiederum mit Oxyz. 

Sein Anfangspunkt ist der Scheitelpunkt 0, seine x- Achse die ge- 
meinsame Erzeugende von elliptischem Zylinder und Scheitelkegel, seine 
y-Achse der Scheiteldwrchmesser und seine z-Achse die Scheiteltangente, 

In diesem System lauten nach § 12, (6); (7); (11) die Parameter- 
darstellungen der kub. Ellipse (mit e^l): 

(34) x^aX^, y = &^^ z^ck, t=^k* + l; 

(35) aw«l, 6t;«A(X*-3), cw^3X\ s A*; 

(36) Pi^ — bck^, pai — — 2caX^, p^^ = abk\ 
p^^^aX\k^ + 'S), 2?,,-26X, i>84 =- ~ K'l' - 1). 

14. Flächenbündel und Soharscliar. Das Bündel aller durch 
die kub. Ellipse (34) gehenden Flächen ist mit den Parametern Qi6:r 
nach § 12, (16): 

(8')«(i-:+?-f')-«(H+H-;')+'(S-7f)-«i 

die Scharschar aller die Ebenen (35) enthaltenden Flächen 2. Kl. nach 
§ 12, (17): 

(38) Q{b^v^ — dacwu + 2bvs + s^) + 6(bcvw — 9aus + cws) 

+ r{c^w^ - 36t7s — 3s^) = 0. 

Aus (37) geht mit p = A^, <y =» X, r =« 1 der Sehnenkegel X und 
dann mit A = cx) und >L =■ der elliptische Zylinder und Scheitelkegel: 

(39) H + i-l-y-^O, (40) f:-4^-0 
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hervor, dagegen mit p=-0, <y— 1, r = das hyperbolische Parabohid 
{§ 12; 6): 

auf dem die vom Scheiteldurchmesser halbierten Sehnen liegen (t — 1). 

Ebenso folgen aus (38) die Achsenkegelschnitte X » cx) und 
JL=»0: 

(42) {bv + sy - Sacwu - 0; (43) c^w^ - 3(bv + s)s^O 
und das hyperbolische Parabohid (§ 12, 6): 

(44) bcvw — 9aM5 + cws = 0, 

auf dem die Achsen liegen, in denen sich zwei Schmiegungsebenen X 
und — l schneiden. 

15. Eonstruktion der kub. Ellipse. Mittels des elliptischen 
Zylinders (39) und des Kegels (40) und des durch die gemeinsame 
Erzeugende gelegten Ebenenbüschels: 

(45) f-'ll-O 

kann die kub. Ellipse im Anschluß an ihr natürliches Koordinaten- 
system Oxy^ konstruiert werden. 

Die Spitze des Kegels liegt im Anfangspunkt 0. In der zur 
Ebene Oyz parallelen Ebene 0'y'e\ die etwa die Gleichung rc — a 
' habe, ist die Leitlinie des Zylinders (39) eine Ellipse, welche die 
jgr '-Achse als Tangente im Punkte 0' und die y '-Achse als zu jener 
konjugierten Durchmesser (Fig. 36) hat. In derselben Ebene O'y'z' 
ist die Leitlinie des Kegels eine Parabel ((40) mit x =- a), welche 
die 1/ '-Achse als Tangente im Punkte 0' hat und die ;er '-Achse als zu 
jener konjugierten „Durchmesser*' (Parallele zur Hauptachse). In Fig. 
36 ist Oxyz rechtwinklig angenommen und in schiefer Projektion 
dargestellt. Die Konstruktion würde bei schiefwinkligem Oxyz die- 
selbe sein. 

Die Schnittlinien der Ebenen X und — X des Büschels (45) mit 
O'y'z' schneiden nun die Ellipse in zwei Punkten H und JT, die 
auf derselben Parallelen zur ;e? '-Achse liegen (Fig. 36) und die Parabel 
in zwei Punkten K und K' die auf derselben Parallelen zur y '-Achse 
liegen (Fig. 36). Die durch H und H' parallel zur a?- Achse gezogenen 
Erzeugenden des Zylinders werden von den Erzeugenden OK und 
OK' des Kegels in zwei Punkten P und P' der kub. Ellipse ge- 
schnitten, deren nicht homogene Koordinaten nach (34) die Form x^ y, z 
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und — a:, y, — jer haben. Die Sehne FP' wird von dem Scheiteldurch- 
messer Oy halbiert (ebenso die anderen Sehnen der Fig. 36^ die das. 
Paraboloid (41) bilden). N und N' (Fig. 36) sind die Nebenscheitel- 




Fig. 86. 



punkte (20), deren Sehne NN' sowohl vom Scheitel- als vom Achsen- 
durchmesser MM' halbiert wird. Übrigens halbiert dieser die Sehnen^ 
deren Endpunkte in diametralen Erzeugenden des Zylinders liegen. 
Dem Scheitelpunkt liegt die Asymptote AA' diametral gegenüber. 

16. Ebenen parallel zur Soheitelschmiegungsebene. Die der 
Scheitelschmiegungsebene, der Ebene x = des schiefwinkligen System» 
(§ 12, 1), parallelen Ebenen: 

(46) x — qt^O 

mit einem Parameter q schneiden die Kurve (34) in drei durch die 
kubische Gleichung: 

(47) aA8-2(A«+ 1) = 

bestimmten Punkten. Da deren Diskriminante (27a* + 4g*)g* > 0,. 
hat sie für g + nur eine reelle Wurzel. 
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Die isur yz-Ehene des schiefwinkligen Systems parcUlden Ebenen^ 
hohen nur einen redien Schnitt^nkt; die yz-Ebene seihst drei zu- 
sammenfallende iL = 0.^) 

§ 18. Der kubische Kreis. 

1. Begriff und Farameterdarstellimg. Diejenige kub. Ellipse^ 
Ton deren unendlich fernem Dreieck E^E^E^ die beiden imaginären 
Ecken E^ und E^ Punkte und die beiden imaginären Seiten E^E^ und 
E^E^ Tangenten des Kugelkreises sind; wurde in § 16, 6 als küb. Kreis 
bezeichnet. Sie geht aus den allgemeinen Gleichungen § 17, (1) unter 
den Bedingungen § 16, (25) hervor, wobei auch noch e » 1 und 
(§ 16, 6, lU) £»1 genommen werden kann, also: 

(1) a' = 0, a"^a, 6' - 0, c-6. 

Der kuh, Kreis hat in hezug auf das rechtwinJdige System Oxyz 
des Scheitels (§ 17, 4) die folgende ParameterdarsteUung seiner Punkte, 
Schmiegungsebenen und Tangenten: 

(2) x^aX{X^ + \), y^bk\ z^bk, ^ = A« + 1; 

(3) u^b, t; - aAi^A« — 3), M;-a(3A»-l), s abX\ 

(4) Pt.'^bn^ j>8i = -2a6A», i>,, - a6A«(A«- 1) 

wo jedesmal ein Proportionalitätsfaktor hinzu zu denken ist. 

2. Durohsohnitt von Zylinder und Kegel. Der kub. Kreis ist 
der Durchschnitt des Eotationszylinders und des elliptischen Kegels.^) 

(5) y^ + z^- byt « 0; (6) a(y^ + z^) - bzx = 0, 

die außerdem die a;-Achse gemein haben. 

Der Zylinder (5) ist die einzige Rotationsfläche 2. 0., die durch 
die Kurve geht (§ 16, 6, II). 

3. Der Sohranbensinn. In nicht homogener Schreibweise werden 
die Gleichungen (2): 

(7) x-^aX, VTt-r-if ^-» 



X* + 1' " X« + 1 ' 



1) Die Auf- nnd Abschwankimg der kub. Ellipse in den auf Gipszylindem 
gezeichneten Baumkurven 3. 0, von E, Lange (M. Schilling, Katalog 1911, S. 182) 
fällt daher fort, wenn^ wie hier in Fig. 36, nicht die zur Zylinderachse senk- 
rechten, sondern die der Scheitelschmiegungsebene parallelen Ebenen ausge- 
zeichnet werden; vgl. femer für alle vier Arten des kub. Kegelschnittes die Mo- 
delle von W. Ludwig (M. Schilling, Katalog 1911, S. 132) und von H. Wiener 
(B. G. Teubner, Verzeichn. math. Modelle 1912, S. 29). 

2) C. Hoffmann, ünterrichtsbl. f. Math. 16 (1910), S. 84. 
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oder^ wenn: 

(8) 

gesetzt wird: 

(9) X. 



l:tg| 



<P 



actg^ 
wo 9 den Winkel 



h h 

y-2 -2COS<3P, 



jgr 



-g smg), 

der laufenden Diametralebene des Zylinders 
(5) gegen die a:y- Ebene bedeutet (Fig. 37). 

Während nun 9^ dem 
positiven Drehungssinn 
der y';^'-Ebene(I §32,8) 
folgend, von über ar 
bis 2x zunimmt, bewegt 
sich X bei positivem a 
von + 00 über bis 
^ — 00, bei negativem a 
umgekehrt. Es folgt also 
in Übereinstimmung mit 
§ 8, (20): 

Der kub, Kreis (2) 
hat, hei positiv orien- 
tiertem System Oxyz, 
positiven oder negativen 
Schraubensinn (I § 32, 
7), je nachdem a < 
oder a > (bei Fig. 37 
ist die Kurve dement- 
sprechend bei negativ 
orientiertem System 
Oxyz und positivem 
a ^ 00' positiv ge- 
schraubt) ^). 

mit A = ist der 







--- — I 

>- ^1 

' ^^^M ' 

Fig. 87. 

4. Die Soheitelelemente. Der Punkt 
Scheitdpmkt des kub. Kreises. Er liegt auf dem Rotationszylinder (5) 
der Asymptote (§ 17, (8)): 

(10) J/-&, g^O {ÄÄ') 

(Fig. 37) diametral gegenüber*). Die Scheiteltangente: 



1) F. Schuh, Zeitflchr. Math. Phys. 47 (1902), S. 880. 

2) A. Schoenflies, Greom. d. Bew., Leipzig 1886, S. 118; R. Sturm, 
Geom. Verwandtsch. 2 (1908), S. 181. 
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(11) 6aj-a^«0, y = (OT) 
ist die Berühningslinie der Scheitdschmiegungsebene: 

(12) hx-az^O 

mit dem Scheitdhegd (6) (§ 17, 5). 
Der Scheitddwrchrnesser : 

(13) ;?-0, a;-0, 
fallt in die y- Achse , der Adisendv/rchmesser : 

<14) y = \, z~0 {MM') 

ist die Mittelpunktsachse des Zylinders. Jener halbiert alle Sehnen 
A, — A (Fig. 37), dieser alle Sehnen A, — 1 : A. 

Den Werten A=l, — 1 (9 = ^, T"^ (^)) entsprechen nach 
(7) die beiden Nd)enscheitdpunMe N, N': 
/1 c^ b b b b 

(15) x^a, y-^y z^j] X a, y^^, z -^, 

{t = 1), deren Sehne sowohl vom Scheitel- als vom Achsendurchmesser 
halbiert wird (in M Fig. 37). 

5. Exeisschnitte senkrecht zur Asymptote. Die Ebene x ^ a 
{O'y'z' Fig. 37) schneidet den Zylinder (5) und den Kegd (6) in 
den beiden Kreisen vom gleichen Durchmesser 6: 

(16) y« + z^ - 6y «0, y^ + z^^lz^ 0, 

die sich außer im Punkte 0' der rc-Achse in dem ersten Nehenscheitd- 
punTct (15) schneiden und mit zusammen {00' '=^ a) zur Bestimmung 
des kub. Kreises dienen können. 

Für die Schnittpunkte der Kurve mit irgend einer zur ic-Achse 
«senkrechten Ebene mit dem Parameter m: 

(17) x-mt^O 
ergibt sich aus (2): 

(18) (aA-m)(A* + l) = 0. 

Der Tcvb, Kreis wird also von jeder zwr Zylinderachse senkrechten 
Ebene in einem einzigen reellen Funkte geschnitten. 

Die beiden imaginären Schnittpunkte A^ + 1 = 0, für die nach 
(2) 1^ = 0, x^ + y'^ + z^ ^0^ sind die imaginären Kreispunkte der 
Ebene (17) i). 



1) F. Schuh, Zeitschr. Math. Phys. 47 (1902), S. 381. 

Staude: Kubische Eegelsclmitte 
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Die Kreisschnittebenen des Zylinders (5) bilden auch die eine Schar 
van Kreisschnittebenen des elliptischen Kegels (6). 

6. Häohenbündel des knb. SjreiBes. Das Bündel der durch den 
kub. Kreis gehenden Flächen 2. 0. ist nach § 9, (25); (3): 

(19) Qf+6g + rh^0, 
mit: 

(20) f^aiy^ + z^-byt), g b{xy-bxt + aßt), h^a{y^+z^)-bex 

oder geordnet: 

(21) (p + T)a(y* + ^') — xbzx — öbxy + öb^xt — gabyt — öabzt == 0. 

Die Fläche g ^0 ist nach § 9^ 16 das hyperbolische Paraboloid 
der vom Scheiteldurchmesser halbierten Sehnen (s. 8^ II). 

7. KrelBSohnittebenen der Bündelflächen. Die yier Schnittpunkte 
der unendlich fernen Kurve der Fläche (21) und des Kugelkreises: 

(22) {Q + t)a{y^ + ^)-'xbeX'-6bxy^0, a;* + y* + ^*-0, ^»0 

liegen auf dem durch Elimination Ton y^ + z^ hervorgehenden; reellen 
Geradenpaar: | 

(23) x\{ji-^x)aX'\-6by-\-xbz\^Q, ^-0. 

Durch die eine oder andere Gerade des Paares gehen die Kreisschnitt- | 

ebenen der Fläche (21): i 

JPür iede Fläche des Bündels ist die eine Schar von Kreisschnitt- \ 

ebenen zur Achse des Botationszylinders senkrecht}) \ 

Der Kreis, in dem die Ebene (17) die Fläche (21) schneidet^ 
zerfallt in eine endliche und eine unendlich ferne Gerade, wenn p + r = 0. 

Die Fläche (21) ist ein hyperbolisches Paraboloid, wenn: 

(24) Q + r^O (Qt-^ö' + O, § 9, (32)). | 

In der Tat ist für (21) auch die Unterdeterminaate, deren Verschwinden. j 

ein Paraboloid bedingt (II § 99, (31)): | 

(25) ^*4 = - \ab'{Q + x) (tf« + X*). I 

8. Orthogonale Flächen. In der unendlich fernen Ebene hat 
die eine Seite x = des vollständigen Vierecks der Schnittpunkte 
(22) in bezug auf den Kugelkreis den Pol rp « 1, y « 0, ^ — 0. Da 
dieser auf der ersten Kurve (22) liegt, folgt (II § 100, 7): 

I. ÄUe Flächen des Bündels (21) sind orthogonal,^) 

1) A. Schoenflies, Geom. d. Bew., Leipzig 1886, S. 117. 

2) A. Schoenflies, ebd. S. 116; Th. Eeye, aeom. d. L. 2 (1892), S. 176. 
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In der Tat ist neben (25): 

(26) Ä^~a\Q + ty-\b\6' + r»), ^^ = 2a(9 + T) 

und damit die Bedingung: 

(27) Ä'i'-^4Ä:,Ä'i + 8Ä^^0 

der orthogonalen Flächen (II § 100, (29)) erfQUt. 

II. Die hyperbolischen Paraböloide p + r — sind sämtlich gleich- 
seitigy da A'^^ = 0. 

9. Die Soharsohar der Flächen 2. Kl. Die Scharschar der 
Flächen 2. Kl., welche die Schmiegungsebenen (3) als Tangential- 
ebenen haben, ist nach § 10, (43); (3): 

(28) qF+öG + tH^O, 

wo: 

F^ — 3aV + bH^ - 3abwu + 2bvs + s*, 

(29) 6r =» b^vw + abuv — 8aus + cwSj 

H^ a>M* + Vw^ + 2abwu — Uvs - 35*. 

10. Der Mittelponktskegelsohnitt. Der Mittelpunktskegelschnitt 
hat nach § 10, (20) die Parameterdarstellung: 

(30) x=--8aA, y = 6(2A«-3;, z^bk, ^-2(A«-3) 

und liegt in der Ebene: 

(31) bx + 8az^0. 

Er ist eine Hyperbel, die nach § 10, (38) gleichseitig wird für: 

(32) fe2 = 32a». 

!!• Die Sehnen A^, X und — Aq, X. Die Sehne, wdche die Pimkte 
Iq und X der Kurve (2) verbindet^ hat, mit Rücksicht auf (1), nach 
§ 8, (2) die Gleichungen: 

(33)&a;-a(Ao + A)y+a(AoA-l);8f«0, (AoA-l)y + (Ao + A)-ef-6AoA=0 

oder auch, wenn Xq, y^, Zq die Koordinaten des Punktes Xq sind, der 
den Gleichungen (33) genügt: 

b{x-Xo)-a{XQ + X)(y-yQ) + a{XQX-'l){z-ZQ)=^0, 

iX,X-l){y^y,) + (X, + XXz-z,)^0 
oder: 

{(y-yo)-^o(^-«o)}-^{^o(y-yo)+(^-^o)} = o 

oder endlich: 

(34) x-x,: ^-^'>'^-''^'-'''> : ^'(V - Vq) + ^' -Jq) ^ ^Q a» + 1):A:1 

7* 



: :^'' 
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WO der beigefügte Faktor Wq die Bedeutung haben soll: 

(35) w, = yr+Aj: 

Ebenso hat die Sehne, welche die Punkte — Aq und k verbindet, die 
Gleichungen: 

(36) x-x': (y.^J'iH-Joii^ifi): - ^.(y-y'.)+(^-^ö) _^a«+i),^;i 

wenn a^^ =» — % y^ = j/q, je?^ = — ^e^o ^®^ Punkt — A^ ist. 

13. Kongruente Bündel. Durch die Transformationen (I§ 14^ (10)): 

' I = a; - rro, 1? = (y- yo) cos(- (p^) + (g- z^) sin(- ^o), 

S = - (y- «/o) sin (-9^0)+ (^- ^o) cos (-9>o); 

r = a; - a?o', V-^iy- Vo) ^089^0 + (^ -<) sin 9>o> 

S' — - (y — yo) sin 9^0 + (^ — ^0 ) cos qpo 

werden nun neben Oxyg zwei neue Systeme Pq^tj^ und P^l'iy'f' ein- 
geführt, deren Anfangspunkte Pq und P^ die Punkte Xq und — A^ der 
Kurve (2) sind, deren Achsen | und |' der Achse x parallel und deren 
Achsen iy, ^ und 1^', g' gegen die Achsen y, js um die Winkel —90 
und 9?^ gedreht sind. Nimmt man hierbei mit Rücksicht auf (35): 



(37) 



i. 



cos9'o = .-;r> sin^o-d", 



«0 w, 



80 werden die Gleichungen der Sehnen (34) und (36) in den neuen 
Systemen: 

(38) i'.ri-.t-^il' + iy.X-.l', |':i,':S' = ^(A»+l):A:l. 

Die Sehnen Aq, X und — A^, A haben daher, bei festem Xq und wech- 
selndem A, in den beiden Systemen Pq^tj^ und P^l'iy'g' jedesmal die- 
selben Richtungskosinus oder: 

Die Sehnen, welche zwei feste Punkte Aq und — A^ des hob. Kreises 
mit dem laufenden Punkte A verbinden^ gehören kongruenten Bündeln an^). 

§19. Überführung der kub. Hyperbel vom Scheitel- zum natürlichen 

Koordinatensystem. 

1. Die Farameterdarstellung im Soheitelsystem. Die Darstellun- 
gen der kub. Ellipse in § 17, 2; 3 gelten, sofern — e^ für e^ gesetzt 
wird, auch für die kub. Hyperbel, Insbesondere ist für deren Punkte 
imd Schmiegungsebenen: 



1) H. Helmhol tz, Handbuch der physiolog. Optik, 3. Aufl. (1910), S. 386 
{Horopterkurve); A. Schoenflies, Geom. d. Bew., Leipzig 1886, S. 119; F. Schur, 
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X «= a A' + a' A* + a" A, / u « fecc^ 

y- &AH6'A, t; (aA» + 3ac«A + aV)c, 

(l){ir- cA, (2)- w; = aA(&'A«+36eU + 3fe'e«) 

Während aber für die kub. Ellipse das hierbei gewählte Koordi- 
natensystem ein einziges^ an den einzigen Scheitelpunkt sich anleh- 
nendes ist, gilt dies bei der kub. Hyperbel nicht mehr. 

um auch hier ein einzigartiges System zu gewinnen, wird man 
als Achsenrichtungen naturgemäß die Richtungen nach den drei unend- 
lich fernen Punkten der kub. Hyperbel wählen.^) Es handelt sich dann 
noch um die Wahl eines geeigneten Anfangspunktes. 

2. Der Mittelpunkt der kab. Hyperbel. Die kub. Hyperbel hat 
nach § 11, (7) drei Scheitelpunkte: 

(3) A = 0, A- — 3e, A = 3e 

und in ihnen drei Scheitdschmiegungsebenen, die nach (2) und (3) die 
Koordinaten haben: 

u^bc, v^ — aCy W'^aV — a^by s — 0; 

u^bc, V (36a€e + a')c, w = 9a6e(3b6e + 4:V)+{a'y — a'b), 

s — 21abcse 

mit £ = — 1 und « =- 1. Ihre Gleichungen werden daher: 

(4) bcx-'acy + (a'b'-a'b)js^O, 

[bcx — acy+(ab''-a'b)z] + 21abe^Z'-'9aBe(4.cy'-W0 — 3bc)^O 

Der Schnittpunkt der drei Ebenen (4) genügt den Gleichungen: 
hex - a'cy + (a'6' - a'b)z - 0, z^O, Acy - Wz - 36c « 

und hat daher die Koordinaten: 



(5) 



^0=4« 






z^ 



0. 



Der PunJd (5), der Schnittpunkt der drei Scheitetschmiegirngsebene^i 
der kub. Hyperbel soll ihr Mittelpunkt heißen.^) 



Dorpater Sitz.-Ber. 1889, S. 162; F. Schuh, Zeitschr. Math. Phya. 47 (1902), 
S. 376; ß. Sturm, Geom. Verwandtschaften 2 (1908), S. 180; Katalog math. Modelle 
y. M. Schilling in Leipzig (1911), S. 74; 133. 

1) A. Bioche, Edinb. M. S. Proc. 13 (1895), S. 146. 

2) L. Geisenheimer, Zeitschr. Math. Phys. 27 (1882), S. 322. 
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3. Die BichtungskosinuB der neuen Achsen. Die Richtungen 
nach den drei unendlich fernen Punkten § 14^ (2) der kub. Hyperbel 
haben die Kosinus: 



(6) 



«i 



1, 
«» :; r 



A-0, 



a,- 



A 



6« + 6' 



Yi = 0; 



Vi = py 



-he + h' 

Ps = :;; > Y* 



4 ' '• 2 

wo ZOT Abkürzung gesetzt ist: 

(7) p* - (a(? + a'e + a")* + (be + J')* + c*, 

<y» = (ac»-a'c + a")* + (-6c + 6')* + c*- 

Die Determinante der neuen Bichtungskosinus ist: 

ihee 



e 
3' 



(8) 



P9. ' 



und für ihre durch J selbst geteilten ünterdeterminanten ergibt sich, 
wie § 14, (3): 



(9) 



^ "■ ^' :j "- ^ ~" — ~ - ■ 






B, 



b' A bc 

P r, (be--y)p 
2be' 






= 0, ^ — 



26c' ^ 



26ce ' 
2&CC 



4, Die Übergangsformeln. Wir führen nun ein schiefwinTdiges 
System ß|iyS ein, dessen Anfangspunkt Ä der Mittelpunkt (5) ist und 
dessen Achsen ^, % l die Richtungen (6) nach den unendlich fernen 
Punkten haben oder^ was dasselbe ist, den drei Asymptoten (§ 8, 12^ U) 
der kub. Hyperbel parallel laufen. Wir nennen es das natürliche System 
der kub. Hyperbel. 

Sind I, 7}, g, T und u', v\ w\ s' die neuen Punkt- und Ebenen- 
koordinaten, so gelten mit (5), (6), (9) die Formeln (I § 37, (13); (16)): 



(10) 



W = t; 
wo (I § 37, (15)): 



(11) 



^T »= ty 



(11') 



So = 0, 1^0 =^ — 



3p 
87' 



^ _32 
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die Koordinaten des alten Anfangspunktes im neuen System sind. 
Femer aber ist (I § 45, 10): 



(12) 



/U 


^w, 








V 


->■ 


•+f«' 


' + 


5< 


w 


-5« 


'+§.■ 


' + 


5< 


^s 


= i2o»' 


+ toW' 


+ i 


''; 



/M = M 



(13) 



v' = a,w + Ät? + yjw;, 



w 



=" «»W + ft^ + 79^7 



s' = a^oW + VqV + $, 



6. Parameterdarstellung der Punkte und Sohmiegungsebenen. 

Setzt man nun in (11) und (13) die Werte (1) und (2) ein, so er- 
hält man nach einfacher Zusammenfassung: 



(14) 



^1 =« aA (A + e) (A — e), 
T:-(A + e)(i-e); 



(15) 



« — — c 



«''- - 7 (^ + «)•, 

s' ia;i(A+3e)(A-3c); 



Dividiert man hier alle rechten Seiten mit e* and bezeichnet alsdann 
neuerdings: 

<16) j,ae, — ^, -^; |,ij,g,r; m»',s' mit X,a,b,c; x,y,g,t; u,v,u>,s, 

so ergibt sich folgende Paramderdwrstellung der Punkte und Ebenen 
der kub. Hyperbel im neuen System: 



(17) 



a; =- oX (A + 1) (A — 1), 
y = -6(X + l)(A + 3), 

;Sf = c(i-l)(X-3), 

U = (X-1)(A + 1) 



(18) 



u 



8 



a 



« = i(A-l)», 

«; = -i(A + l)», 
s = 2A(;H-3)(A — 3). 



6. Die Gleichungen der Sehne. Die Qleichvmgen der Sehne X^l^ 
in § 8, (2) werden für die kub. Hyperbel: 



<19) 



h{cx — a''z) — {a(Ai + Xg) + a}{cy — V^) + alX^X^z =- 0, 



\le^ (Ai + k^0 — (Ai Ajj + e^) (cy — Vz) + ftcAiAj^ « 0. 
Infolge der Substitution (10) und den daraus abgeleiteten Beziehungen: 



(20) 
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bx - a'y = h% + (a&e» - a'V + a"l) (J + |) , 

cx-a"z = cjl + a^ g + |) + «'« g " |) + i «'^1 
nehmen die Gleichungen (19) die Form an: 

Hieraus ergibt sich dann in der neuen Bezeichnung (16): 
8?-(X,-l)(A,-l)f-(X, + l)(A, + l)i-6(A, + X,)^ = 0, 

(A, - 1) (A, - 1)| - (A, + 1) (A, + l)f + 2a,X,-3)# = 0, 



(21) 



(22) 



und mit Elimination von y oder e: 



4f - (A, + 1) (A, + 1)7 + (A,A, - aUi + A,) - 3)< = 0, 
(23) { " 

- 4| + (X, - 1) (A, - 1)| + (AjA, + 3(Ai + A,) - 3)< = 0. 



(24) 



7. Die Gleichungen der Achse. Die Gleichungen der Achse k^ X X^ 
sind nach § 8, (4): 

3 aX^X^u + {a'u + lv + s) {X^ + X^) + {a"u + Vv + cw;) = 0, 

(a'ti + fei? + 5)^1^2 + K^ + ^'^ + ^^) (>^i + A2) — 3 e^s = 0. 

Infolge der Substitution (12) und den daraus folgenden Beziehungen: 

(25) a w + ot; + 5=«^^ — g-^^ h«, a u + ov + cw = — ae^u +- — ^ — 

nehmen die Gleichungen (24) die Form an: 

f a.(3^-l)«'+fe(^ + 4)«'-^(^:^-4)«,' 



(26) 



x,+i 



+ -^^«' = 0, 



— ae 



und endlich in der neuen Bezeichnung (16): 
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(27){(Ai + k^)au + (X^X, + 4(X^ + A,) + 9)bv 

- {X^X^ - 4 (Ai + X,) + 9) cw - (Ai A, ~ 3) s. 

8. Die Gleichungen der Tangente. Aus (23) und (27) folgen 
die Gleichungen der Tangente des Punktes X in Punkt- und Ebenen- 
koordinaten: 



(28) 



_4| + (A-l)»f + (X« + 6A-3)< = 0, 
4f-a + l)«l + (A»-6A-3)< = 0, 



(29) 



(3 A» — 1) OM — 2 (A + 2) 6» + 2 (i - 2) cw + 2 As - 0, 
.2Aa» + (A» + 8A + 9)6i; — (A» — 8A + 9)cw-(A*-3)s-»0 

und daraus die Parameterdarstdlutig der Strahlenkoordmaten der Tan- 
gente: 

|p„ = 8Jc(A*-3), j),i co(A — 1)»(A* — 6A — 3), 

(30) L, = -a6(A + l)»(A» + 6A-3), Pi, =- a (A^ - l)^ 
i),,=-46(A + l)», p^^Acil-iy. 

9. Sehnenkegel und Aohsenkegelschnitt. Durch Elimination von 
A, aus den beiden Gleichungen (23) folgt, indem nachträglich A fQr 
Aj gesetzt wird: 

Der Sehnenkegd des Punktes A der Icvb. Hyperbd (17) hat die 
Gleichung: 

+ (A - 1) (A + 3) |< - (A + 1) (A - 3)-^ + 3(A» + 3)<» - 0. 

Ebenso folgt im Anschluß an (27): 

Der Achsenkegdschnitt in der Schmiegungsebene X hat die Gleichung: 

(3 A« + 1) a^u^ + ((A + 2)« + 3) Vv'' + ((A - 2)« + 3) c^w^ 
+ (A* + 8)s* - 2 (A + 5) (A - 5) 6ct; w; + 4 (A - 2) (3 A — 1) cawt^ 
+ 4 (A + 2) (3 A + 1) aluv + 8 Xaus — 2 (A — 1) (A + 3) Jrs 

+ 2(A+ 1)(A — 3)cm;5-0. 



(32) 



§ 20. Die kub. Hyperbel im natürlicben Eoordinatensystem. 

1. Das natürliche Koordinatensystem. Das natürlicbe Eoordi- 
natensystem Oxyz der kub. Hyperbel hat als Anfangspunkt den 
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Mittelpunkt der Eurye, während seine Achsen x, y, e parallel sind den 
drei Asymptoten. 

Die Parameterdarstellung der FunMe, Schmiegungsebenen und Tan- 
genten im System Oxyz wurde in § 19, (17); (18); (30) erhalten, die 
Gleichungen der Sehnen, Achsen und Tangenten in § 19, (23); (27); (28), 
-des Sehnenkegels und Achsenkegelschnittes in § 19, (31); (32). 

Wir legen nunmehr diese Gleichungen der Untersuchung der kub. 
Hyperbel zugrunde. Dabei werden aUe vom Parameter X freien Glei- 
chungensysteme (s. z. B. (2); (4); (8)) YoUkommen symmetrisch in x, y, ss 
und a, &, c, Dasselbe würde auch für die mit dem Parameter k be- 
hafteten Gleichungensysteme (s. z. B. (23), (24)) gelten, wenn wir den 
drei unendlich fernen Punkten die gleichbezeichneten Parameter 
X -» a, ft y (§ 34, 15) an Stelle von A « oo, 1, — 1 geben wollten, was 
jedoch die Formeln übrigens weitläufiger gestalten würde. 

2« Die drei unendlich fernen Fnnkte. Die Form der Gleichungen 
§ 19, (17); (18) hat folgende Bedeutung. 

Die d/rei unendlich fernen Punkte ^ « der kub. Hyperbel ge- 
hören nach der vierten Gleichung § 19, (17) zu den Parameterwerten: 

<1) A = oo, A - 1, X 1 

und sind nach den drei ersten Gleichungen § 19, (17) die unendlich 
fernen Punkte der Achsen x, y, z. 

Wenn die drei durch einen Punkt des Raumes gehenden Schmie- 
gungsebenen alle drei zusammenfallen, so liegt der Punkt nach § 7, 8 
auf der Kurve. Daher haben die Gleichungen t*==0; t? = 0; w ^0 

^o der drei unendlich fer- 

.a,br^ \ [ o^bfC a h-c °®^ Punkte der Achsen 

y/\ \ y?\ ''*' y\ ' ' a:; y; jgr inEbenenkoor- 

-^>\a: \ Y l\ h/ \ dinaten,nach§ 19,(18), 

^ \ ^'v^ y \ j \ y E^ h\ \ ^ j® ^vci^Vi der Werte (1) 

T-adc» \ ^-^ \ r~/ \ /'.'^ \ a o-A als dreifache Wurzel. 

\ ^^ /\ V • \ L^^ ^' — T /\ ^- ^^® Asymptoten 

— \ H- \ L_.4^ä:.-c.^ \ )C \->. und das FarcJlelepl- 

\/ \^-^\ Y^ \\ *vj \/ \ \ vedon. Ute drei Asym- 

\ \ ^^ 2 \ i \ ^^ \\^5 \ >^ ÄW&. Hyperbel haben 

\ '^ ;fa^ A"/"^^ \~?^/ ^^"^ Tangenten in den 

\; /^ \ Ix^"^ ^ Punkten (1) nach § 19, 

- flpft, c «i 0,-V \ ?,-iy c (28) mit ^ =» 1 die 

Fig. 88. Gleichungen: 
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(2) Wi : y = — 6, ;? =- c; n^ : je? -« — c, a: — a; n, : a; — — a, y = &. 

Sie sind den Achsen X] y; parallel, um ihre Lage zu übersehen, 
konstruieren wir bei gegebenem System Oxyz den Punkt: 

<3) E^a^l, c, 

dessen Koordinaten nach § 19, (17) bei geeigneter Wahl der Pfeil- 
spitzen der Achsen x, y, b positiv gelten können, und veryollständigen 
das durch diesen Punkt bestimmte „ParaJMepipedon der kah, Hyperbd^ 
mit den acht Ecken ± «, ± 6. ± c. Dann bilden die Asymptoten (2) 
drei Kanten dieses Parallelepipedons (Fig. 38), von denen keine eine 
der beiden andern schneidet. 

4. Die drei Asymptotenebenen. Die drei Asymptotenebenen A^y 
A^j A^ der hob, Byperbd haben als Schmiegungsebenen in den Punkten 
(1) nach § 19, (18) mit ^ = 1 die Gleichungen: 

(4) ^,:|-| + 2-0; ^ = 7-? + 2-0; ^, : J - f + 2 - 0. 

Sie gehen alle drei durch den unendlich fernen Punkt x =^ a^ y '^b, 
£r » c, ^ » 0, bilden also ein Prisma, dessen Kanten: 

a? : y — 2& : jgr + 2c = a : 6 : c; x + 2a : y : — 2c ^ a : b : C] 

X — 2a:y + 2b : '^ a:b :c 

die Richtung der Diagonale OE des Parallelepipedons (Fig. 38) haben. 



(5) 



5. Die drei hyperbolischen Zylinder. Die drei durch die hob. 
Hyperbel gehenden hyperbolischen Zylinder haben als Sehnenkegel der 
Punkte (1) nach § 19, (31) die Gleichungen: 



(8) 



1(1-0(7 + 1)+^-«- (7-')(f + >) + *-<'- 

(f-i)(l+0+^-»- 



Sie enthalten je eine der Asymptoten (2). 

Ihre Mittelpunktsachsen m^.m^y m^ (Fig. 38) sind nach der Form 
der Gleichungen (6): 

(7) ^1 : y = &, ;8r =- — c; m, : j8f = c, a: »= — a; iWg : a; =« a, y = — 6. 

Die MittelpunJUsachsen m^y m^, m^ sind daher die parallelen Gegen- 
kanten der Asymptoten n^^n^, w, im Paralldepipedon der kub. Hyperbel, 

Die Verbindungsebenen der Asymptoten mit den gleichnamigen 
Mittdpunktsadisen sind die Diagonalebenen: 
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^ ^ h c ' c a 'ab 

des Pardllelepipedons. 

Die Äsymptotenebenen: 

(9) y = &, ;8f = — c; ;er =- c, rc =« — a; a? = a, y = — & 

der drei hyperholischen Zylinder (6) sind die sechs Seitenebenen des 
Paralldepipedons und verbinden jedesmal die MiiMpunktsachse eines 
Zylinders mit den beiden ungleichnamigen Asymptoten, 

6. Die drei Scheitelpunkte. Neben den drei Parameterwerten (1) 
sind im § 19, (17); (18) die drei Parameterwerte: 

(10) A = 0, X 3, A«3 

ausgezeichnet. Die ihnen nach § 19, (17) entsprechenden Punkte der 
Kurve: 

(11) S^ix^Oy y==3b, z 3c S^ix 3a, y = 0, ;? = 3c^ 

S^:x = 3ay y^ — Sb, 0=^0 

liegen in den durch die bezügliche Asymptote gehenden Diametral- 
ebenen (8) der drei hyperbolischen Zylinder, sind also (§ 11, (7); § 19,. 
(16)) die drei Scheitelpunkte der kub. Hyperbel (in Fig. 38 sind die 
Strecken OS^, OS^, OS^ der Raumersparnis wegen verkürzt angegeben)» 
In jeder der drei Koordinatenebenen a; = 0, y = 0, xr=«0 liegt 
nach § 19, (17), außer zwei unendlich fernen Punkten (1) der Kurve, 
als dritter Kurvenpunkt einer der Scheitelpunkte (10). 

?• Die drei Scheiteltangenten. Mit den Werten (10) von X er- 
geben sich aus § 19, (28) die drei Scheiteltangenten der kub, Hyperbel, 
Ihre Gleichungen lassen sich im Anschluß an (11) in die Form bringen: 

(12) a?:y — 3ft:;£r + 3c = a :46:4c; a; + 3a:y:;sr — 3c = 4a:6:4c; 

rc — 3a:y + 36 : jer = 4a : 46 : c. 

Da sie bezüglich in den Ebenen: 

^ ^ h c ^ c a 'ab 

liegen, sind sie je einer Asymptotenebene (4) parallel. 

8. Die drei Scheitelschmiegungsebenen. Aus § 19, (18) folgen 
mit den Werten (10) die Koordinaten und danach die Gleichungefi 
der drei Scheitelschmiegungsebenen'. 

(14) 8^--^--^ = 0; 8|--^--^-0; 8-^-*-f-0. 
^ ^ a b c ^ b c a ^ c a b 
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Es sind in Übereinstimmung mit der letzten Gleichung § 19^ (18) die- 
jenigen Schmiegungsebenen (10), die durch den Anfangspunkt 0(s=«0) 
gehen. In der Tat war nach § 19, 2 der Mittdpunkt der Tcub. 
Hyperbel der SchniUpunkt der drei Scheitdschmiegungsebenen. 

9. Der Komplex der Tangenten. Die Tangenten einer Raum- 
kurve 3. 0. gehören nach § 8, 7 einem linearen StraTüenkornplex an. 
Um dessen Gleichung im jetzigen natürlichen System Oxyz: 

(15) a,3ft3 + ajiPai + a^^p^^ + a^^p^^ + a^^p^^ + a^^p^^ = 

zu erhalten, genügt die Kenntnis von fünf Komplexstrahlen. Solche 
sind aber die Asymptoten (2) mit den Strahlenkoordinaten: 

0, Cy 6, - 1, 0, 0; c, 0, a, 0, — 1, 0; 6, a, 0, 0, 0, — 1, 
durch die die Gleichung (15) auf: 

+ »ll(i^l2 + &Ä4 + »AJ ^ 

zurückkommt; ferner die beiden letzten Scheiteltangenten (12) mit 
den Koordinaten (I § 48, (18)) : 

3&C, — 24ca, Sah, 4a, 6, 4c; 36c, 3ca, — 24a6, 4a, 46, c, 

mit denen aus (16) a^g : ag^ : a^j = a : 6 : c folgt. 

Der lineare Komplex, dem die Tangenten der hob. Hyperbel an- 
gehören, ist: 

(17) aftg + bp^^ + cp^^ + 2bcp^^ 4- 2cap^^ + 2abp^ - 0. 

10, Pol und Polarebene. Zwischen Pol x, y, z, t und Polar- 
«bene u, v, w, s in bezug auf den Komplex (17) bestehen nach 
§ 8, (22) bis auf einen Proportionalitätsfaktor die Beziehungen: 



(16) 



{ 



(18) 



au 



bv = 



cm; = 



f-4 + 2^ 



b 

z 
c 

X 

a 



X 



-- + 2t, 



a 



- -l- + 2t, 



(19) 



X c^y c^ z 



5__2--2^-2 



X 

a 



= 26t; — 2cw +5, 



y = 2cm; — 2aw + s, 
-- = 2aM — 2bv + s. 



t = — au — bv — cw. 



a h c 

JEs sind zugleich die Beziehungen zwischen Pol und Pola/rehene in 6c- 
£ug auf die Mb. Hyperbel (§ 8, 9, II). 

11. Die Hauptebene. Mit x-^0, y = 0, z^Q, ^=1 folgt 
aus (18): au =«2, 6t? =* 2, cw; = 2, s = 0, also: 
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Die Polarebene des Mittelpunktes der Jcub, Hyperbel ist: 

(20) I- + I- + T-0- 

Sie ist in der Tat die Verbindungsebene äer drei ScheitdpmJäe {\^\ 
der Schmiegungspunkte der drei durch gehenden Schmiegungs- 
ebenen (10) (§ 8, 9, H). 

Wir nennen sie die Hauptebene der Jcub. Hyperbel, 

12. Die Hauptachse. Mit u — 0^ t7»0^ w ^0, s^l folgt au» 
(19): a? *= a, y — 6, e ^ Cj t^O, also: 

I. Der Pol der unendlich fernen Ebene ist: 

(21) x:yiz^a\b\c, t=^0. 

Er ist in der Tat der Schnittpunkt der drei Schmiegungsebenen 
(4) der unendlich fernen Punkte (1).^) 

Die den Mittelpunkt mit dem Punkte (21) yerbindende Gerader 

(22) xiy.e^axbic 

die Diagonale OE des Parallelepipedons (Fig. 38) soll die Haupt- 
achse der Tcub, Hyperbel heißen. 

Der Pol irgend einer zur Hauptebene (20) parallelen Ebene: 
w«l:a, V ^ 1 :b, w — lrc, s hat nach (19) die Koordinaten 
X =« as, y ^bs, r ^ es, ^ = — 3, liegt also auf (22) oder: 

n. Die Hauptachse der Mb. Hyperbel ist derjenige Durchmesser des 
Komplexes (17) (II § 87, 2), auf dem die Pole aller zur Hauptebene 
der kuh. Hyperbel parailden Ebenen liegen. 

13. Die drei AchsenduTOhmesser. Die Bedingung, daß die 
Sehne Aj Aj lyid die Mittelpunktsachse m^ sich in einem Punkte x, y, Zy 
(t = 1) schneiden, ergibt sich durch Einsetzen der Werte y ^b, 
jEf « — c, ^ = 1 aus (7) in die Gleichungen § 19, (23), die dann zu- 
gleich auch X bestimmen. Indem man das Gleiche auch für m^ und 
m^ ausführt, findet man: 

Die Sehne l^X^ schneidet die Mittelpunktsachsen w^, m^, m^ der 
drei hyperbol. Zylinder bezüglich unier den Bedif^ngen: 

(23) ^1^2 = 1; Ai + A. = -2; Ai+A,-2, 

worauf der Schnittpunkt, der Halbierungspunkt der Sehne (§ 11, 9), neben 
den beiden bereits durch (7) bestimmten Koordinaten die dritte hat: 

(24) x = a^^; y = -6^, ^-c^-' 



+ 3 



1) R. Mehmke, Zeitschr. Math. Phys. 40 (1896), S. 240. 
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um zu gegebenem Punkte einer der Mittelpunktsachsen die von 
ihm halbierte Sehne zu bestimmen, bestimmt man aus (23) und (24) 
jedesmal Ji^X^ und A^ + ^s und damit die quadratische Gleichung für 
X^ und X^: 

iX*-2^X+l-0, (l + |)(i«+2i) + (5-3|)-0; 
(25) \ fJ \ 6/ 

l (|-l)(X«-2X)-(5 + 3|) = 0. 

Die Wurzeln dieser Gleichungen sind reell, wenn: 
5-l>0; -|i'-l>0; ^-1>0: 

Die MiMdpunTäsachsen m^, m,, m^ werden nur außerhalb der Ah- 
schnitte, mit denen sie dem Parallelepipedon (Fig, 38) als Kanten, an- 
gehören, von reellen Sehnen getroffen. 

Die in den beiden Endpunkten einer solchen Kante treffenden 
Sehnen sind die beiden mit ihr ungleicbnamigen Asymptoten n^,n^,n^» 

14. Die drei Soheiteldurohmesser. Zwei Punkte X^ und X^ der 
kub. Hyperbel haben nach § 19, (17) die gemeinen Koordinaten: 

, ,l,+3 1,-3 

Der Mittelpunkt der Sehne i^X^ ist daher: 
(27)a;-a-^, y _ _ 6 ^^^^^-^-_ , , = c^—^^-^^^^^. 

Macht man insbesondere Summe und Produkt von X^ und X^ auf 
eine der drei Weisen: 



(28) 



^1 + ^2 = 0, AiAj = ^; X^ + X^ 26, X^X^^26+^:, 



X^+%^26, X^X^^26 + ^ 

von einem Parameter 6 abhängig, so geben die Formeln (27) für 
den, Mittelpunkt der Sehne X^X^ bezüglich: 

r29^ f^"*0, y^he, z ccj; x- a6, y = 0, z ^ 06-, 

\ x^ ad, y = — 6^, igf — 0. 

Die Gleichungen (29) stellen aber bei veränderlichem 6 drei ge- 
rade Linien dar, die den Mittelpunkt der kub. Hyperbel, cy = 0, 
mit den drei Scheitelpunkten (11), tf = 3, verbinden. 
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I, Die Verbindungslinien des MittdpunJctes mit den drei Scheitel- 
punkten sind die drei Scheiteldurchmesser der hob. Hyperbel}) 

Unter Elimination von 6 folgt nätnlich (§ 11, 8) aus (28): 
IL Jeder der drei Scheiteldurchmesser d^, d^j d^ (^ig- 38) halbiert 
alle Sehnen A^ A, für die bezüglich: 

(30) A,--X,. A.--^; A.-^. 

Die drei Scheiteldurchmesser sind nach (29) auch durch die 
Gleichungenpaare : 



(31) 



i 



dr.x^O, f + -J = 0; d,:y^O, | + | = 0; 

X , y 



^^•■' = ^' i + f-o 



dargestellt und daher die Schnittlinien der Hauptebene (20) mit den 
Koordinatenebenen. 

15. Bealität der halbierten Sehnen. Um zu gegebenem Punkte 
6 eines Scheiteldurchmessers (29) die von ihm halbierte Sehne zu 
finden^ entnimmt man aus (28) die quadratische Gleichung für 1^,1^: 

X^ + [^ = 0; A* + 2<yA + 2<y + 3 = 0; A« - 2<yA + 2<y + 3 = 

und erhält die Wurzeln: 



(32) 



Ai,A, = ±]/^; A„A,==-<J±-/(<T+l)(ey~3); 



^i,^2 = <^±y(<y+l)(<y-3). 

Daher werden die Scheiteldurchmesser d^, d^, d^ nur außerhalb 
der Strecke vom Scheitelpunkt (11), <J = 3 in (29), bis zum Durch- 

-4-1 » schnittspunlct mit der gleichnamigen 

Fig. «9. Asymptote (2) , (j =- — 1 in (29), 

von reellen Sehnen getroffen (Fi^, 39^. 

16. Besondere halbierte Sehnen. Die von den Endpunkten 
dieser Strecke halbierten Sehnen sind nach (32) und (10) die Scheüd- 
tcmgenten ^ == 3 und nach (32) und (1) die Asymptoten ^ = — 1. 

Mit <? = ~3:2 ergibt sich aus (32): A^, Aj 3,3; 3,0; 0,-3, 

woraus nach (10) folgt: 

I Die Scheiteldurchmesser halbieren in M^, M^, M^ die Seiten des 
Scheitelpunktsdreiecks S^S^S^, sind also dessen Transversalen S^M^, 
S,M,, S,M, (Fig. 42). 

1) Der Mittelpunkt als Scbnittpunkt der drei Durchmesser bei L. Geisen- 
heimer, Zeitschr. Math. Phys. 27 (1882), S. 322. 
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Der gemeinsame Punkt 0, 6^0, der drei Durchmesser (29), 
halbiert nach jeder der drei Angaben (32) die Sehne: 

oder nach § 19, (23): 

a * ' a c 

Dies bedeutet nach (22): 

IL Die Hauptachse der Icub. Hyperbel ist die durch den Mittelpunkt 
O gehende Sehne (§ 8, 3), die von jedem der drei Durchmesser halbiert wird. 

Sie hat keine reeUen Endpunkte A^, A^, während durch drei reelle 
Schmiegungsebenen gehen (§ 26, 10). 

17. SohlieAangssats über ein Sehnensechseok. Zu jedem Punkte 
2,^ der kub. Hyperbel gehören nach (30) drei bestimmte Punkte A,, 
deren Verbindungslinien A^A^ mit A^ je von einem der Durchmesser 
^17 ^99 ^3 halbiert werden. 

Geht man von einem Punkte A^ » A aus und bestimmt dann, in- 
dem man die Reihe (30) zweimal durchläuft, die weiteren Punkte: 

1,-8 X + 3 >t8+3 _ ^ — 3 

X— 3 . X.— 3 X+Z ^h+1^7 



(33) 



Aa A, 



^«^ X, + l 






«o schließt sich die ReihCy indem A, wieder in A^ = A fällt, /3u einem 
Sehnensechseck, dessen gegenüberliegende Seitenpaare A^Aj und A4A5; 
X^X^ und AgAg*, AjA^ und X^X^ bezüglich von den Durchmessern d^\ d,; 
d^ halbiert werden, (Fig. 42 sind drei solche Sechsecke dargestellt, die 
den Werten A^ = 2, l-, f entsprechen). 

Für Aj = 0, — 3 oder 3 entartet das Sehnensechseck in das 
Scheitelpunktsdreieck in 16, I, entweder in Verbindung mit den drei 
Scheiteltangenten (ß^S^S^ und t^^t^,t^ in Fig. 42) oder verdoppelt. 

Die Koordinaten der sechs Punkte (33) entsprechen nach (26) 
den Gleichungen: 



^_2 yjL ^+1 h 

a~^^ h X — Vc 

X + 3 



X — 3 

X+1 



5, 
a 



X— 1^ h 



X — 3 z^ 

X + V c 



= A 



X + 3 



a ~ X4-1' 5 ^ c X — 1 






a 



X — S z. 



x + s 



5*. 

a 

Xa 



X + 1' fe 



X+3 
X — 1 



b 



X + V c X— 1' 



3 ?6 ^-3 

"^^ c"~ X+1 



Danach liegen die Punkte A^, A3, A5, sowie die Punkte A^, A^, A^ be- 
züglich in den Ebenen: 

Stande: Kubische KegeUolmitte 8 
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a'^ h^ c ^ x^x'^X + V a'^ft'^c^ ^ x + i "^ x — 1 
oder: 

a "^ & "^ c *~ V — 1' ä "^ "6 "^ c"^ "" X«— 1 * 

Sowohl die drei ungeraden, als die drei geraden Ecken des Sechs- 
ecks (33) liegen in einer Zfwr Hatiptebene (20) parallelen Ebene. Die 
beiden parallelen Ebenen liegen zu beiden Seiten der Hauptebene in 
gleichem Abstarb von ihr und fallen für A — 0, — 3 oder 3 in sie hinein. 

18. Die Doppelpyramidengrappe^) der kub. Hyperbel. Durch die 
sechs linearen Substitutionen: 

(o4) SqiX ^X'^ Si:a« a; s^\X ^= x + V ^* *" i — i ' 

geht nach (33) der Punkt A^ » A auch unmittelbar in jeden der sechs 
Punkte X' = X^, X^, X^, Ag, A3, A5 über. 

Die Substitutionen (34) aber bilden eine Gruppe mit den Merk- 
malen: 

^1 ** !•; ^2 "^ !•> ^8 ^^ I5 *4 '*" ^6? ^6 *^ ^4» ^4 ^^ 1; ^6 "" ^5 

^1^4 "^ ^6^1 ^^ ^2; ^2^4 ^* ^5^2 °™ ^87 ^8^4 ™' ^6^8 "" ^1 5 

S^S^ = Sj55 = ^3, S^52 *= ^2^5 = Sj , 8^53 = ^3^5 = §2 ; ^^^5 = ^6^4 *" ■'■• 

Die geometrische Bedeutung der drei Substitutionen s^, s^, s^ der 
Gruppe ist in 14, II enthalten. In Fig. 42 wird auch PiPj von d^^ 
Fl Fl von dg? -^1^6 ^^^ ^8 halbiert. 

Durch jede Substitution der Gruppe, angewendet auf aUe Funkte A, 
geht die kub. Hyperbel in sich über. 

19. Flächen der von den Soheiteldurchmessem halbierten 
Sehnen. Die Gleichungenpaare der Sehnen X^X^, deren Farameter durah 
eine der Bedingungen (28) verknüpft sind, lauten nach § 19, (23): 

(36) 



(35) 



(ö+l)-— ^— tf=0; 



£_l+2d-0; U-(.»+l)^-<»-0. 



Die Sehnen sind wegen der für sie geltenden Gleichungen: 



1) H. Wiener in B. G. Teubners Verz. math. Modelle 1912, S. SO. 
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(37) f-7-2ff; 4-* = 2tf; --^ = 2t, 
^ ^ c ^ c a 'ao 

jedesmal einer der Asympiotenebenen (4) parallel. Durch Elimination 
Yon 6 ergibt sich mit Rücksicht hierauf: 

Diejenigen Sehnen, die von einem der drei Scheiteldurchmesser hal- 
biert werden bilden die eine Schar der Erzeugenden eines der drei hyper- 
bolischen Faraholoide: 

(38) fi-.if_£|_2^ + .^- + i--0: 

^ ^ ^ ca ab a ' 6 ' c ' 

^ ab hc b ^ c ^ a ' 

' oc ca c * a 

Da identisch in x, y, z: 

(39) J3i + IZ, + fii - 

so gehören diese drei Paraboloide einem Büschel von Flächen 2. 0. an. 
Sie gehen alle drei durch die hob. Hyperbel und durch deren Haupt- 
ochse (22), die Sehne des Mittdpunktes (vgl. § 37, 7). 

20. Das Fläohenbündel der kub. Hyperbel. Die drei Zylinder 
(6) gehören keinem Büschel an, da die beiden letzten, homogen ge- 
schrieben, die Gerade o; = 0, ^ — gemein haben, die dem ersten 
nicht angehört. 

Daher ist mit den homogenen Parametern q, 6, t die Gleichung 
des Bündels aller durch die hub. Hyperbel gehenden Flächen 2. 0: 

Die Determinante . der mit 2 multiplizierten Gleichung (40) und die 
Unterdeterminante ihres letzten Elementes sind: 

^^^) ^^"^y abc >/' ^^ a«6V 

Ist J. + 0, ist die Fläche (40) für Ä^ + ein einschaliges Hyperbo- 
loid, für J.44 = ein hyperbolisches Paraholoid. 

Ist J. =» 0, wird sie der SehnenJcegd § 19, (31) des Punktes: 



(42) 
während: 



(>:<y:r-(A-n(A + l):2(A + l):-2(A-l). 

8* 
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31. Die Achse der unendlich fernen Ebene. Soll die Achse 
§ 19, (27) in der unendlich fernen Ebene m = 0, v ^0, w = 0, 5=1 
liegen, muß: 

(43) Ai + Xg^O, ^1^2=3: X^^iYE, Ag^-ij/S 
sein, worauf die Gleichungen § 19, (27) werden: 

2au — bv — cw ^ 0, hv — cw ^ 
oder in Punktkoordinaten: 

(44) f + f + 7-O' * = 0. 

Die in der unendlich fernen Ebene liegende Achse ist die Schnitt 
linie jener mit der Hauptebene (20). 

Die Schmiegangspunkte der beiden durch sie gehenden imagi- 
nären Schmiegungsebenen (43) sind nach 16 die imaginären End- 
punkte der durch den Mittelpunkt gehenden Sehne. 

22. Der Mittelpunktskegelsohnitt. Der Mittelpunktskegelschnitt 
der kub. Hyperbel ist nach § 10, 7, 11 eine Ellipse. Ihre Parameter- 
darstellung lautet nach § 19, (32): 

(45) x^AaX, t/ = -fc(A-l)(A + 3), z^c{k + \){k-'i\ ^ = A« + 3. 

Da diese Werte von x, y, z unabhängig von k der Gleichung (20) 
genügen, so folgt (§ 11, 2, UI): 

Der Mittdpunktslcegelschnitt liegt in der Hauptebene (20). 

Die Ellipse (45) schneidet die Koordinatenebenen in den Punkte- 
paaren k = oOyO] 1,-3; — 1,3 oder (t = 1): 

(46) 0, —bj c und 0, 6, — c; a, 0, — c und —a, 0, c; — a, 6, und a, —6, 0, 

also in den Schnittpunkten der Scheiteldurchmesser d^, d^, d^ in (29) 
mit den Asymptoten w^, Wg, n^ in (2) und den Mittelpunktsachsen 
m^, Wg, m^ in (7) (Fig. 38). Sie hat ihren Mittelpunkt im Anfangs- 
punkt 0^), der alle diejenigen ihrer Sehnen kk\ für die AA'+ 3 = 
ist, halbiert. 

23. Die Aohsenkegelschnitte der Asymptotenebenen. Für die 
Achsenkegelschnitte in den drei Asymptotenebenen (4) ergibt sich mit 
den Parameterwerten (1) aus § 19, (32): 

(47) (— bv + CW + sy+ 3au{au + 4&«? + Acw) = 
(— cw + au -{- sy -\- 3bv(bv + 4cw + Aau) = 0, 
(— au + bv + sy + 3cw(cw + Aau + 46t?) = 0. 

Sie sind nach § 10, 5, II Hyperbeln, 

1) Cremona, Ann. di mat. 2 (1859), S. 205; Geisenheimer, Zeitschr. 
Math. Phys. 27 (J882), S. 322. 
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Aus der Form der ersten Gleichung (47) (II § 52, (7')) geht her- 
vor, daß die unendlich fernen Punkte (I § 47, (8)): 

(48) w = 0, au + Abv + 4cw = 
die Berührungspunkte der vom Punkte: 

(49) —hv + cw + s-^0 

an die erste Hyperbel (47) gelegten Tangenten sind. Diese sind da- 
her die Asymptoten, die eine nach (48) der a:-Achse, die andere der 
ersten Scheiteltangente (12) parallel, und der Punkt (49), der erste 
(46), ist der Mittelpunkt der Hyperbel. 

Die drei Hyperbeln (47) haben als Mittelpunkte die Schnittpunkte 
der Durchmesser d^, d^, d^ je mit der gleichnamigen Asymptote w^, Wg, n^ 
der Baumkurve und als Asymptoten je eine der Asymptoten n^, n^, n^ 
und je eine Parallele zu den drei Scheiteltangenten. 

24. Die drei Zweige. Während der Parameter X sich von + oo 
bis — oo bewegt, geht die kub. Hyperbel § 19, (17) dreimal durch 
die unendlich ferne Ebene hindurch (Fig. 40). Sie besteht daher aus 
drei Zweigen e^, e^, ^g e. «3 

«3,diejeeinenSchei- Iqq ^ .7 o " ^ -f 3 " i -^co 

telpunktA = 0, — 3, ^ s^ w, ä^ n, ä, n^ 

3 enthalten. Der ^^»•*»- 

Zweig e^ (Fig. 40) erstreckt sich, während A von + 1 über nach — 1 
geht, von der Asymptote n^ her über den Scheitelpunkt S^ gegen die 
Asymptote Wj; der Zweig e^, während X von — 1 über — 3 nach — oo 
geht, von n^ über /Sj gegen w^; der Zweig e^, während X von + oo 
über + 3 nach + 1 geht, von n^ über S^ gegen n^. 

Von den beiden Mänteln eines jeden der drei hyperbol. Zylinder 
(6) enthält immer der eine, Aj, h^ (Fig. 41), h^ einen Scheitelpunkt 
iSj, Sg, Sg, der andere \', h^ (Fig. 41), Äj', diametral gegenüberliegend, 
eine Asymptote w^, n^, W3. Alsdann verteilen sich die drei Kurven- 
zweige auf die sechs Zylindermäntel in der Weise, daß 

e^ auf Äi, e^ und e^ auf ä^'; e^ auf A^, ^3 ^i^d e^ auf ä/ (Fig. 41); 

^8 auf Äj , e^ und e^ auf A3'. 

26. Darstellung der kub. Hyperbel. Wennschon die Kurve auf 
einem hyperbol. Zylinder (Fig. 41) aufgezeichnet werden kann, so er- 
scheint es doch zweckmäßig die volle Gleichberechtigung der drei Zy- 
linder und die in 18 bemerkte Gruppe der kub. Hyperbel in der Dar- 
stellung zum Ausdruck zu bringen. Diesem Zweck dient Fig. 42, aus 
der auch Fig. 41 durch Hinzufügung des einen Zylinders entstanden ist. 
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In Fig. 42 dient die xy-'Ehene des natürlichen Koordinatensystems 
Oxyz als Ebene der Zeichnung in schiefer Projektion. Oxyis ist 
rechtwinklig angenommen, was aber unwesentlich ist. Zunächst ist 
das ParaUelepipedon (Fig. 38) der kub. Hyperbel dargestellt und dann 

die beiden 
Zweige der 
Leithyper- 
beln der drei 

hyperboli- 
schen Zylin- 
der, Äj, Ä/ in 

Äj' in der 

in der xy- 
Ebene. Die 
£. Mittelpunkte 
der drei Hy- 
perbeln lie- 
gen in den 
Schnittpunk- 
• ten der Mit- 
telpunkts- 
achsen m^^mg, 
Wj mit den Durchmessern d^yd^jd^y ihre Asym- 
ptoten sind nach (9) bekannt. Auf dem einen 
Zweige \j \, \ liegt ein Scheitelpunkt S^^ S^, 
Sj in (11), auf dem andern W W Äj', diame- 
tral gegenüber, der Schnittpunkt mit einer 
Asymptote w^, n^, n, der kub. Hyperbel. 
Die beiden Zylinder über den in der zx- und a?j^-Ebene liegen- 
den Hyperbeln Ä^, \' und Äg, Äj' sind der y- und jsr -Achse parallel. 
Legt man nun durch einen Punkt X der o; -Achse (Fig. 42 ganz rechts) 
Parallelen zur 0- und y-Achse, so schneiden diese die Zweige h^' und 
A3 in JT und S, Der vierte Eckpunkt P des Parallelogramms XJH^HP 
ist als Schnittpunkt der Erzeugenden JETP und HP der beiden Zy- 
linder in der Ebene des Parallelogramms ein Punkt der Kurve. Der 
Punkt X hat den Abstand 9 a von 0, die entsprechenden Abstände 
7 a, 5 a geben zwei weitere Punkte der Kurve, dem Abstand 3 a ent- 
spricht der Scheitel Äj. In gleicher Weise ergeben sich (Fig. 42 links). 




1 


■ 3: 




^ 


-= 
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den Abständen —•9a, —7a, —5a, —3a entsprechend drei Punkte und 
der Scheitel S^- Entsprechend verfährt man auf den anderen Achsen jf 
und js. Die Punkte P^, P^, P^, P4, P5, P« = P bilden ein Sechseck der 
unter 17 beschriebenen Art. 

26« Die Botationsfläohen im natürlichen System. Bei der Dar- 
stellung der kub. Hyperbel im natürlichen System sind die unendlich 
fernen Punkte E^, ^„ E^ der Kurve (Fig. 25, S. 67) zugleich die Ecken 
X, Ty Z des Eoordinatendreiecks in der unendlich fernen Ebene, aber 
dieses ist nicht mehr, wie in § 14, 2, ein Polardreieck des Kugel- 
kreises. Des letzeren Gleichung lautet jetzt neben ^ = (11 § 91, (10)): 

(50) x^ + y^ + 0^ + 2ayz + 2ß0X + 2yxy « 0, 

wo a, ß, y die Kosinus der Achsen winkel sind. 

Die Schnittpunkte S^^ x^y y^, und 8^' « x^'y y/, der Seite 
s^^E^E^ oder jgr = mit dem Kugelkreis sind daher durch die 
quadratische Gleichung bestimmt: 

x' + y^ + 2yxy - : ^^-^! « 1. 

• ^ '^ ^ yi yi 

Die durch Sg, S^ und die Ecken E^ = 1, 0, 0, E^ - 0, 1, be- 
stimmte Involution hat somit die Gleichuug: 

xx' — yy =- 
und die Doppelpunkte: 

a;ä-y» = 0:D, = l, 1,0; D,' - 1, - 1, 0. 

In gleicher Weise werden die Doppelpunkte der Involution auf 
der Seite s^\ 

(51) A«i; 0; 1; A' = -i, 0, 1. 

Die Gleichungen der vier Berührungssefinen § 14, 3 lernten daher 
(Fig. 25): 

(52) D,'D,' : a; + y + ir =. O5 DjD, :-a; + y + « = 0; 

D^'B^ :x-y + g = 0; D,D^' :x + y-e^O. 

Die unendlich fernen Karren der zugehörigen Rotationsflächen 
sind dann vrie § 14, 7: 

(53) (a;* + y^ + z* + 2aye + 2ßex + 2yxy) - {sx + s'y + s"ey = 0, 

wo für s, b', s" die Yorzeichenkombinationen zu setzen sind: 

s, b' s" = 1. 1, 1; - 1, 1, 1; 1, - 1, 1; 1, 1, - 1, 
oder auch: 

(e'f" - a)y0 + (ß"f - ß)0X + (ss' - y)xy = 0. 



§ 20, 26. § 21, 1—2 
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Die Gleiclvu/ngen der vier durch die'icub, Hyperbel gehenden Ro- 
tationsflächen gehen daher aus (40) hervor mit den vier Wertsystemen 
der Parameter q, 6, t: 

Q^ 6c(l — a), <y= ca(l—ß), t— aft(l — y); 

Q= 6c(l — a), <s ^ — ca(l + ß), r = — a6(l + y); 

Q ^ — hc{l + cc), tf « ca(l — ß), T =* — ah(l + y); 

^«_-6c(l + a), <y = — ca(l + /3), r= a&(l — y). 



(54) 



§ 21. Die gleicliseitige und die gleichwinklige knb. Hyperbel. 

1. Bedingungen der gleichseitigen kub. Hyperbel. Die kuh, 
Hyperbel § 19, (1) ist gleichseitig^), wenn: 

(1) ae2 + a"«0, a' = 0, 6V-&'«-c«-0. 

Diese Bedingungen sind notwendig und hinreichend sowohl dafür, 
daß die drei unendlich fernen Punkte der Kurve ein Polardreieck des 
imaginären Kugelkreises bilden (§ 16, 7), als auch dafür, daß alle durch 
die Kurve gehenden Flächen 2. 0., darunter aUe Sehnenkegd und die 
drei hyperbolischen Zylinder, gleichseitig sind f§ 9, 17). 

Das natürliche System, auf das sich die Gleichungen § 19, (17) 
beziehen, ist dann rechtwinklig, da seine Achsen die Richtungen nach 
den drei unendlich fernen Punkten der Kurve haben. Ebenso wird 
das Parallelepipedon § 20, 3 rechtwinklig. 

2. Die Botationsfläohen der gleichseitigen kub. Hyperbel. Da 

die Kosinus der Achsenwinkel des natürlichen Systems jetzt: 

(2) « = 0, iS-O, y-0 

werden, so ergibt sich aus § 20, (40); (54): 

Die vier durch die gleichseitige kub, Hyperbel gehenden gleichseitigen 
Botatiofishyperboloide hohen im natürlichen System die Gleichungeh: 

y0 + 0X + xy + {b — c)xt + (c — a)yt + (a — b)zt 

+ 3(bc + ca + ab)t^:^0, 

yz — zx — xy — (]b — c)xt + (c + a)yt — (a + b)zt 

+ 3(bc -ca — ab)f = 0, 

^ yz + zx — xy — Q) + c)xt -- (c — a)yt + (a + b)zt 

+ 3(- bc + ca — ab)t^ = 0, 

— yz — zx + xy + {b + c)xt — (c + a)yt — (a — b)zt 

+ 3(— bc — ca + ab)t^ - 0. 



(3) 



1) Th. Reye, Geom. d. L. 2 (1907), S. 180; Ch. Bioche, Edinb. M. S 
Proc. 18 (1896), S. 146. 
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Ihre Mittelpunkte: 

(4) i^oy Voy ^o^b — c, c-a^a-b] — (6 - c), c + a, - (a + &); 

— (P + c), —(c — a),a + b', b + c, —(0 + a), -{a — b) 

liegen alle vier in der zur Hauptachse § 20, (22) senkrechten Ebene : 

(5) ax + by + cz^ 0. 

Die Determinanten der vier Flachen (3) sind nach § 20^ (^I)^ 
Yon dem Faktor 4 abgesehen: 

(a + 6 + c)«, (-a + 6 + c)^ (a-6 + c)«, (a + 6 ~ c)«, 
so daß eine yon ihnen ein JRotationskegel werden kann. 

3. Gleichwinklige kub. Hyperbel. Die kub. Hyperbel soll gleich- 
winklig genannt werden, wenn die Achsenwinkel des natürlichen Ko- 
ordinatensystems einander gl-eich und die Kanten des ParaMelepipedons 
§ 20, 3 gleich lang sind. Die zweite Eigenschaft erfordert, daß die 
Konstanten a, &, c in § 19, (17) alle drei gleich werden oder daß die 
Konstanten in § 19, (1) mit Rücksicht auf § 19, (16) den Bedingungen 
genügen: 

(6) 2) « g = — 8ae*; 

die erste Eigenschaft erfordert, mit den aus § 19, (6) folgenden Werten 
der Achenwinkelkosinus: 

(n a^- ? ' , Ä — ' , 

Y ^^— = 

(8) a = /J - y. 

•Die Bedingung p^ « q^ gibt nach § 19, (7): 

(9) (a6* + a'>' + &6'=.0 

und die Bedingung /S — y mit Rücksicht auf p ^ q: 

a' = 0, worauf aus (9): V = 0. 

Dann geht aus ^ = — 8ae^ und a = /3 weiter hervor: 

{ae^ + aj + b^e^ + c» =» ^^a"^, 
{ae^ + aj - Ve^ + c« « - iae\ae^ + a") 

und daraus durch Kombination: 

6» « 36a«6« + 4aa", c« = 21 aH'' - a"^ - Gae^a". 
unter den Bedingungen: 

(10) a'-O, fe' = 0, 6« = 4a(9ae«+a"), e^ = (9ae« + a")(3aß«-a") 
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sind daher bei entsprechender Wahl der Vorzeichen von p und j die 
Gleichungen (6) und (8) erfüllt. 
Zugleich wird: 

(u) ._^_,,__»4±i:. 

Bei positivem a muß nach (10) a" zwischen den Grenzen: 

-9ae«<a"<3ae« 
genommen werden, worauf für die Kosinus a, j3, y in (11): 

<12) -Y<-^.-<l' 

also die Achsenwinkel selbst zwischen 0® und 120^ gelegen sind. 

Wenn fwr die Tcub. Hyperbel § 19, (1) die Bedingungen (10) er- 
füllt sind, so hüden die Achsen des natürlichen Koordinatensystems 
unter einander gleiche Winkel von dem Kosinus (11) und ist in den 
auf dieses System bezogenen Gleichungen § 19, (17); 

(13) a=6«c. 

4. Allgemeine und besondere gleichwinklige kub. Hyperbeln. 
Mit (10) sind die Bedingungen § 10, (36) erfüUt: 

I. Der Mittdpunktskegdschnitt der gleichwinkligen hob. Hyperbel ist 
ein Kreis, 

Fügt man zu den Bedingungen (10) noch die weitere: 

(14) a" « 

hinzu (a = /3 «» y = — 1 : 8), so erhält man die Bedingungen § 10, (42). 

IL Bei dem besonderen Falle (14) der gleichwinTdigen hib. Hyper- 
bel^) sind alle Achsenkegelschnitte gleichseitige Hyperbeln. 

Die Scheitelschmiegungsebenen § 20, (14) mit den SteUungsko- 
sinus 1, — 1 : 8, —1:8 sind dann senkrecht zu den Achsen Xy y, z^ 
also auch zu den Asymptoten.^) 

in. In einem andern besonderen Falle, wo neben (10): 

(15) a^ + a" = 

ist die gleichwinklige kub. Hyperbel nach (11) zugleich ein Sonderfall 
der gleichseitigen kub. Hyperbel (1). Ihr Paralldepipedon § 20, 3 
wird dann ein Würfel, 

5. Hauptachse und Hauptebene. Die allgemeine gleichwinklige 
kub. Hyperbel ist durch die Gleichungen § 19, (17) dargestellt mit 



1) H. Krüger, Zeitschr. Math. Phys. 38 (1893) S. 348. 2) ebd. S. 349. 
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der BeziehuDg (13) der Eonstanten a, fe, c und der weiteren Be- 
dingnngy daß die Achsen des natürlichen Systems Oxyz nach (11) 
gleiche Winkel miteinander bilden. Die Betrachtungen des § 20 
finden somit unmittelbar Anwendung, jedoch treten einige besondere 
Beziehungen hervor. 

In bezug auf das schiefwinklige System Oxyz sind die Richtungs- 
kosinus X, iiy V der Normale der Hauptebene § 20, (20): 

dagegen die der Hauptachse § 20^ (22)^ welche den Anfangspunkt O 
mit dem unendlich fernen Punkt § 20, (21) verbindet: 

(17) A : ft : V =» a + y6 + /3c : ya + 6 + ac : /Sa + a6 + c. 
Sollen beide Geraden gleiche Richtung haben, muß: 

— :--: — :=. a + yh -\- ßc : ya + h + ac : ßa + ab -\- c 
oder: 

(18) a^ + ßca + yah ^V + yab + cchc -» c* + abc + ßca. 

Diese Bedingung ist im Falle (11), (13) erfüllt: 
Die Hauptachse der gleichwinJcligen Jcub. Hyperbel: 

(19) x:y:z ^1:1:1 

ist die Normale ihrer Hauptebene: 

(20) x + y + z^O 

im Punkte 0, also nach § 20, 12 auch die Hauptachse des linea/ren 
Komplexes der Tangenten (H § 87, 4). 

6. Die Doppelpyraniidengnippe. Die nicht homogenen Koordi- 
naten eines Punktes A der gleichwinkligen kub. Hyperbel sind nack 
§20,(26): 

(21) x = aX, y «^^. •^ = *'r+l' 

imd alsdann die Koordinaten der Ecken des entsprechenden Sechsecks 
§ 20, 17: 

i^i-, Vi, ^1 = ^y y, »'■> ^8> ys» ^8 =- y> «> «; 

^%, Vi, H- a;, - «, — y; y^, y^, g^ g, — y, — x; 

x&> Vs, ?6 = e> ^y y-, 

*6> Viy ^6 = ■"" y> ~" ^J ~ *• 

Die Kurve behält daher dieselbe Gestalt und Li^e gegen sechs 
verschieden liegende, aber kongruente schiefwinklige Koordinatensysteme, 



(22) 



§ 21, 6—7 125 

die aus Oxye entstehen durch zyklische Vertauschung der drei Achsen 
oder durch Vertauschung zweier Achsen mit gleichzeitiger Umkehr 
aller drei Pfeilspitzen. Die sechs Systeme haben alle den gleichen 
Orientierungssinn (I § 32, 8). 

Die Kurve geht durch die Gruppe dieser sechs Vertauschungen in 
sich über. Die Hauptebene (20) uud Hauptachse (19) bleiben dabei 
immer erhalten. 

7. Das Flächenbündel. Das Bündel aller durch die Kurve gehen- 
den Flächen 2. 0. ist nach § 20, (40): 

(23) gyz + 0sx + xxy — a(tf — x)x — - a(r — Q)y — a(p — (S)z 

Hier ist eine zyklische Vertauschung der drei Parameter q, ö, r 
gleichwertig mit einer solchen der x, y, z und eine Vertauschung 
zweier Parameter, etwa 6, r gleichwertig mit einer Vertauschung von 
X, y, mit — a?, — js, — y. Die sechs Flächen (23), die den Per- 
mutationen von Q, (Sy r entsprechen, haben daher in den sechs ent- 
sprechenden Koordinatensystemen 6 je ein und dieselbe Gleichung 
oder: 

Je sechSy den sechs Permutationen eines Systems von Parameter- 
werten Q, ö, t entsprechende Flächen des Bündels sind kongruent. 

Die Fläche (23) wird nach § 20, (42) für: 

(24) 6t + tQ + Qö = 
der Sehnenkegel des Punktes: 

(25) A = 2| + l«-2j-l. 

Durch zyklische Vertauschungen der drei Parameter ^, ö, t entstehen 
aber aus (25) mit Rücksicht auf (24) die Werte: 

und durch Vertauschung zweier Parameter außerdem die entgegen- 
gesetzten dieser drei Werte oder mit Rücksicht auf § 20, (33): 

Die SehnenTcegd von je sechs zu einem Sechseck der Form § 20, 17 
zusammengehörigen Kurvenpunkten sind kongruent. 

Im Falle der Scheitelkegel Q,ö,r 1, 2, 2; 2, - 1, 2-, 2, 2, — 1 

oder A = 0; — 3; 3 bleiben von den sechs kongruenten Kegeln nur 
drei übrig: 

(— yz + 2 zx + 2 xy — 2 ay + 3 az + 9 a^ = Oy 

(26) f.'-zx + 2xy + 2yz - 3az + 3ax + 9a^ = 0, 
l — xy -h 2yz + 2zx — 3aa; + 3aj/ + 9a^ = 0: 
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ebenso im Falle der drei hyperbolischen Zylinder (),<y,r= 1,0,0; 0,1,0; 
0, 0, 1 oder A = cx), 1, — 1 : 

(27) ye + ay ~~ az + Za^ ^Oy zx + a^e? — aa? + 3 a^ = 0, 

xy + ax — ay + ia^ ^ 0. 

8. Gleichseitige Flächen. Die allgemeine Bedingung gleichseitiger 
Flächen 2. 0. im schiefwinkligen System (11 § 100, (13); § 91 (16)): 

ö^u (1 - «') + «22 (1 - ß') + «88 (1 - y') + 2 0,3 {ßy - a) 
+ 2a,, (ya - ß) + 2a,,{aß - y) = 

kommt für die Fläche (23) mit Rücksicht auf (11) für a + zurück auf: 

(28) ajj + agi + a^j « oder (> + <y + r == 0. 

ÄUe gleichseitigen Bündelflächen gehen durch den Mittelpunkt der 
Kurve und alle durch den Mittelpunkt gehenden Bündelftächen sind gleich- 
seitig. 

Zu diesen Flächen gehören die drei kongruenten hyperbolischen 
Paraboloide 9, <y, r =« 0, 1, — 1; — 1, 0, 1; 1, — 1, 0: 

(29) zx — xy — 2 ax + ay + az =^ 0, xy — yz — 2 ay + az + ax, 

yz — zx — 2 az + 2 ax + 2 ay ^ Oy 

auf denen nach § 20, (38) die von den drei Scheiteldurchmessem hal- 
bierten Sehnen liegen. • 

Im Falle 4, III, wo a = 0, sind alle Bündelflächen gleichseitig. 

9. Botationsfläohen. Durch die gleichwinklige kub. Hyperbel 
gehen vier Botationsflächen, deren Parameter nach § 20, (54) bis auf 
den gemeinsamen Faktor a* die Werte haben: 

9, <y, T = 1 -— a, 1 — a, 1 — a; 1 — a, — (1 + a), — (1 + «); 

- (1 + a), 1 - «, - (1 + «); ~ (1 + a), - (1 + a), 1 - a. 

Die Gleichungen der yier Rotationsflächen lauten nach (23): 

(30) yz + zx + xy + 9a^^0', 

(l-a)yz—(l + a)zx-{l + a)xy + 2ay—2az—3a\l+Sa)^Oy, 

(31) (l — a)zX'-{l + a)xy-(l + a)yz+2az-2ax—3a\l + 3a)^0,. 
.(l-a)xy—(l + a)yz—(l + a)zx + 2ax—2ay—3a\l + 5a)=^0. 

Die drei Flächen (31) bilden eine Gruppe von drei kongruenten 

Flächen, die den Permutationen der Parameter (), <y, r entspricht; ihre 

Mittelpunkte: 

/oo\ A 2a 2a 2a ^ 2a 2a 2a ^ 

(32) a;„yo,^o = 0,j^,-j^^;-j^,0,j^^; ^— -,-^-— ,0 
liegen in der Hauptebene (20). 



§ 21, 9. § 22, 1—2 127 

Die Rotationsfläche (30) hat den Mittelpunkt der hob. Hyperbel als 
Mittelpunkt und geht hei den sechs Vertauschungen der Doppdpyra- 
midengruppe (22) jedesmal in sich über, 

Ihre Ereisscbnittebenen sind nach § 20^ (52) der Hanptebene 
(20) paraUel. 

§ 22. Die knb. hyperbolisclie Parabel. 

1. Darstellnng in reohtwinkligen Koordinaten. Bezogen auf ein 
rechtwinkliges System Oxyz hat die kub, hyperbolische Parabel nach 
§ 6, (14); (18); § 7, (11) die Parameterdarstellung: 

(1) x^ak^ + a'}} + a'A, y - 6X* + fe'A, z^cX, ^ = A — c; 

w = — bcCy t? = ce (3 aA + a'), 
^^ w^ahX^'-'SaheX^'-3aVeX-{a'V -a''b)e, s^-abcX^ 

Sie ist nach § 6, (16); (17) der übrige Durchschnitt des hyper- 
bolischen Zylinders: 

(3) {be + 6>* - cyz + c^yt — b'czt - 
und des Kegels: 

(4) ac^y" + (ab - 2ab')cyz + (aV^ - a'bV + a'b^)z^ - Vczx = 0, 

abgesehen Ton der beiden gemeinsamen a;-Achse. 

Charakteristisch für die Lage beider Flächen ist nach § 6, 8, daß 
die Tangentialebene ;ßf = (§ 11, (24)) des Kegels (4) längs der x- Achse zu 
der einen Asymptotenebene des Zylinders (3) paraUel ist (Fig. 18, S. 25 
gibt den Durchschnitt beider Flächen in einer zur Achse des Zylinders 
senkrechten Ebene O'y z\ 

2. Fehlender Scheitelpunkt. Das gewählte System Oxyz mit 
dem Punkte A — der Kurve als Anfangspunkt, ist kein ausgezeichnetes. 
Verschiebt man es parallel mit sich selbst nach irgendeinem anderen 
Punkte Oo = iPQ, yo, z^ {X^ der Kurve durch die Substitution § 11, (10), 
so bleibt die Form der ParameterdarsteUung nach § 11, (14) dieselbe. 
Die Kurve § 11, (14) ist im neuen System OqXFZ wieder wie in (3) 
und (4) der Durchschnitt des Zylinders: 

(5) (6^0 + V) Z^ -CoTZ + c,' YT ~ b^c^ZT = 
und des Kegels: 

(6) acjr«+(ao'&-2a&o')Co^^+(«&i'-«o&&o + <'&')^^-^'^o^^=0 
Die Gleichung (5), die nach § 11, (15) auch in der Form: 

Q>e + 60^' -cYZ+-^ YT + ^n-'^^eX - Ve ^^t^O 
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geschrieben werden kann, stellt denselben Zylinder dar, wie die Glei- 
<5hung (3). Während aber (4) der Sehnenkegel des Punktes X = 
war, ist (6) der Sehnenkegel des Punktes X^, Wiederum ist die Tan- 
gentialebene Z = des Kegels (6) längs der X-Achse der einen Asym- 
ptotenebene des Zylinders (5) parallel: 

Alle Sehnenkegd der hob. hyperbolischen Parabel (1) haben längs 
ihrer gemeinsamen Erzeugenden mit dem hyperbolischen Zylinder (3) 
parallele Tangentialebenen, parallel mit einer Asymptotenebene des Zy- 
linders, 

Nach § 11, 4 entspricht die Gleichberechtigung aller Punkte der 
Kurve dem Fehlen eines Scheitelpunktes, Auch ein Scheitddwrchmesser 
ist nicht yorhanden. 

3. Der Aohsendurclunesser. Dagegen ist nach § 11, 9 die Mittel- 
punktsachse des hyperbolischen Zylinders (3) mit t =^1: 

(7) y^2be + V, z^c 

^in Achsendurchmesser der kub. hyperbolischen Parabel, Er halbiert alle 
Sehnen, zwischen deren Endpunktsparametem X und X' die Beziehung 
besteht: 

<8) X + X' = 2e, 

Die Koordinaten des Mittelpunktes einer solchen Sehne sind alsdann: 
<9) x^4ae^ + 2a'e + a" — aXX', y^2be + b\ z ^ c. 

4. Die Asymptote. Zu den vom Achsendurchmesser halbierten 

Sehnen ist die Asymptote § 8, (38): 

{bcx -(2ae + a) cy + {abe^ + 2 aVe + a'V — a"b)z = 0, 
^ ^ \ cy — (be + V)z-bcet='0 

^u rechnen, da sie als Sehne der Punkte A = 6, X' = e der Bedingung 
{8) entspricht. 

Ihr Schnittpunkt mit dem Achsendwrchmesser ist daher nach (9): 
{11) iTo == 3 ae^ -f 2 a'e + a'\ y^^2be-\- V, Zq = c, ^^ = 1. 

Sie liegt auf dem parabolischen Zylinder § 9, (17), der durch die Kurve 
geht. 

Ihre Richtungskosin/us sind, da sie durch den unendlich fernen 
Punkt A = e (§ 14, (35)) hindurchgeht: 



p =y(ae^ ^ a'e + ay + (be+ bj + <?. 
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5. Die beiden Asymptotenebenen. Die beiden Asymptotenebenen 
der Kurve (1), die Schmiegungsebenen in den Punkten A == cx) und 
A =» e, haben nach § 7, (27) die Gleichungen: 

{lS)0-^ct]bcx—(3ae+a')cy+(2abe*+5aVe+a'V-a''h)z+abceH^O, 

Die erste Ebene ist nach § 9, 13; III die eine Asymptotenebene 
des hyperbolischen Zylinders (3) und geht als solche durch die Mittel- 
punktsachse (7); die zweite aber ist die Tangentialebene des parabo- 
lischen Zylinders § 9, (17) längs der Asymptote (10) und geht als 
solche durch die Asymptote. 

Die Schnüäinie der beiden Asymptotenebenen, die somit durch den 
Punkt (11) geht^ hat die Richtungskosinus: 

(14) a, = '-^, ^, =. |, y, = 0; 2 -/(3 ae + a')' -M«. 

6. Das natürliche Eocrdinatensystem der kub. hyperbolischen 
Parabel. Wir führen nun ein schiefwinkliges Koordinatensystem Sl^rj^ 
ein, dessen Anfangspunkt Sl = Xq, y^, e^ der SchnittpunM (11) von 
Achsendurchmesser und Asymptote, dessen |- Achse der Achsendurch- 
messer (7), dessen i^-Achse die Schnittlinie der beiden Asymptotenebenen 
(13) und dessen ^- Achse die Asymptote selbst ist. 

Da der Achsendurchmesser (7) die Ricbtungskosinus: 

(15) «1 « 1, ^, = 0, y, - 

hat, ist die Determinante der neun Richtungskosinus (15), (14), (12) 
^ =^bc:pq immer von Null verschieden. Ihre durch ^ geteilten 
Unterdeterminanten sind: 



(16) 









h ' A hc 






Damit bestehen zwischen den beiderseitigen Punkt- und Ebenen- 



koordinaten die Beziehungen (I § 37, (16); § 45, (23)): 
f I = aeH + x + ^y + 



(17) 



5'. 



n — n* +^y + :i'>> 



u = u. 



(18) 



i--pt 



+ 



\t = t] 

Staude: Kubische Kegelsohnitte 



v' =- cc^u + jSgt;, 



w 



s' = XqU + y^v + 0qW + s. 

9 
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Setzt man nun die Werte (1) in (17), (2) in (18) ein, so ergibt 
sich, Yon einem jedesmaligen Proportionalitätsfaktor abgesehen: 

I -. a (A — 6)*, iy = 4 (^ — eYy i'^pe, r — A — <?; 
^^^^ }„' » i, ^' _ _ 1 (A _ e), w - -_pVa-c)», s' - SiX-ey. 

7. Funkte und Sohmiegungsebenen im natürlichen System. 
Ändert man schließlich die Bezeichnung: 

(20) q,pe] k — e; |, ly, g, r; w', v\ w% s' in 6, c; A; a?, y, £r, t] u, v, w, 5, 

so folgt: 

Im natürlichen schiefwinkligen System Oxyz lautet die Parameter- 
dar Stellung der kiib. hyperhölischen Farabd: 



(21) X ^ aX^, y=^bX^, ^ = c, ^ — A; 

(22) u^^ 



a 



' c ' 



Die nunmehrige a;-Achse ist die Mittdpunktsachse des hyperbolischen 
Zylinders, die j?-Achse die auf dem parabolischen Zylinder liegende 
Asymptote, die yz- und icy-Ebene sind die beiden Äsymptotenehenen 
der Kurve. 

8. Seimen, Achsen und Tangenten. Die Darstellimg (21), (22) 
hat die Form § 7, (2), (12), falls die Bezeichnung: 

verwandelt wird. Daher folgen sofort aus § 8, (1) und (3) die Glei- 
chungen der Sehne l^X^ und Achse A^ X A^ der kub. hyperhölischen 
Parabel: 



(24) 






(25) 



3AiA2aM + (Ai + A3)6t? + s = 0^ 



Daraus aber ergeben sich die Gleichungen der Tangente A (§ 8, 5): 



(26) 



(27) 



X*bv + 2Xs + 3cw — 0, 



\l-2Xt + l'^^0; 

und die Parameterdarstdlung der Strahlenkoordinaten der Tangente: 
(28) i>23 = 2&cA,i)3i^ 3caX^,p^^=^abk\pi^=^2ak^,p^^^bX^,p^^ c. 
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9. Das natürliche EoordinatenBystem als Sohmiegungstetraeder» 

Da sieb aus (21) für die je drei in den Eoordinatenebenen o? »= 0; 
y = 0; if — 0; t = liegenden Kurvenpunkte (§ 4, 3, 1): >L — 0, 0, 0; 
0, 0, oo; c», c», <x); 0, cx), oo ergibt, so hat das natürliche System 
Oxyjs als Tetraeder aufgefaßt, die Eigenschaft, daß die beiden Ebenen 
ä; = und z ^ die Schmiegungsebenen der beiden unendlich fernen 
Punkte A = und A = oo (§7, 4), und die beiden Ebenen y = und 
= diejenigen Tangentialebenen (§ 7, 3) in X ^ und A -» oo sind, 
die bezüglich durch A =» c» und A = gehen. 

Nennt man ein solches durch je zwei Kuryenpunkte bestimmtes 
Tetraeder ein Schmiegungstetraeder der Raumkurve 3. 0. (§ 28, 1), so 
ist das natürliche Koordinatensystem das den beiden unendlich fernen 
Funkten der kub. hyperbolischen Farabel entsprechende Schmiegungs- 
tetra^der. Es gibt nur ein solches Schmiegungstetraeder. 

10. Flächenbündel nnd Sehnenkegel. Mittels der Yertauschungen 
(23) ergibt sich aus § 9, (25) die Gleichung des Bündels aller durch 
die Ku/rve (21) gehenden Flächen 2. 0,: 

(29) Qf+<fg + rh^O, 

in der /*, g, h nach § 7, (22) die Bedeutung haben: 

(30) f^^^-f, .=f^-:-:. /^=i^-?; 

nnd ebenso ans § 9, (2) die Gleichung des Sehnenkegds im Punkte X: 

(31) X*f+k9-\-'h-0. 

Für A "- oo und A = erhält man hieraus, ^ = 1 genommen, den 
hyjperholisdien und den parabolischen Zylinder der kub. hyperb. Para- 
bel (21): 

(32) /^=|f_l = 0; (33) -Ä-f;-f=0. 

Die ZX' und ^ry-Ebene sind die Asymptotenebenen des hyperbolischen 
Zylinders. 

11. Flächenscharschar und Achsenkegelschnitt. In gleicher 
Weise folgt mittels (23) aus § 10, (43) und (2) die Scharschar der 
von den Ebenen (22) berührten Flächen 2. Kl.: 

(34) qF+6G + xH^Q, 
wo nach § 7, (24): 

(35) F ^Zaus — b^v^y G =-9acuw — bvSy S^Sbcvw — s\ 
und der Achsenkegelschnitt in der Schmiegungsebene k: 

(36) X^F+kG + H=0. 
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Der Mittelpunkt dieses Kegelsclmittes hat die EoordiDaten: 

(37) X ^-^X\ y = \x, z = 0. 

Der MiUelpunktsJcegelschnitt der kub. hyperb. Parabel (21) ist da- 
her (§ 10, 8) die Parabel: 

(38) 6?l + J=-0, ;-0, 

die nach 9 in der einen Asymptotenebene, der Schmiegungsebene des 
doppelt zählenden unendlich fernen Punktes A = cx) der Raumkurve 
liegt. 

Die AehsenkegelschniUe der beiden Asymptotenebenen selbst haben 
die mit 2 «- oo und A == aus (36) folgenden Gleichungen: 

(39) - F= &«t;»- 3aw5 = 0, J?« Uevw - s«« 
oder in Punktkoordinaten: 

(40) 3^^' - 4; = 0, ^ - 0; (41) ^l{ _ 3 = 0, a; - 0. 

Die beiden Parabeln (38) und (40), sowie die Leitparabel des 
Zylinders (33) in der a:y-Ebene haben im Punkte alle drei dieselbe 
Tangente ;? =» 0, a: = 0, die Schnittlinie der beiden Asjmptotenebenen, 
und denselben zu ihr konjugierten Durchmesser (II § 14, 8) y = 0, 
i? == 0, die Mittelpunktsachse des hyperbolischen Zylinders. 

Die Hyperbel (41) und die Leithyperbel des Zylinders (32) haben 
dieselben Asymptoten a: = 0, y = und a; = 0, ^ = 0. 

12. Ort der Sehnen und Achsen k, — L Die nicht homogene 
Form der Gleichungen (21) und (22) lautet: 

{42)x^ak%y^bk, ^^j-, (43) ti = g^-^, i; = - ^, w; « - ^. 

Die Punkte X und — l haben daher die Koordinaten x, y, 0, und x, 
— y, — Zj so daß ihre Sehne vom Punkte Xj 0, der a;- Achse hal- 
biert wird und der y;2r-Ebene parallel ist. Die Gleichungen der Sehne 
1, — X sind nach (24): 

(44) ^-XH^O, |-A»- = 0. 

^ ^ a ^ c 

Der Ort aller dieser Sehnen, die vom Achsendurchmesser, der Mittel- 
punktsachse des hyperbolischen Zylinders, halbiert werden, ist das hyper- 
bolische Paraboloid^): 

1) Schröter, Oberfl. 2. 0. (1882), S. 332. 
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Die SchmieguDgsebenen X und — k haben nach (43) die Koordinaten 
u, V, w und u, —V, —Wy ihre Schnittlinie hat nach (25) in Ebenen- 
und danach in Punktkoordinaten die Gleichungen: 

(46) - iX^au + 5-0, - X^hv + Scw ^ 0; 

(47) J+3;i^^=.0, 3f + A^;- = 0. 

Während daher für a > alle Sehnen A, — A nach (44) die positiye 
Halbachse x treflfen, treffen alle Achsen A x — A nach (47) die nega- 
tive Halbachse x. Die ;er- Achse, die als Asymptote sowohl Sehne als 
Achse A = 0, A = ist, trifft im Punkte 0. 

Der Ort aller Achsen A, — A, die nach (47) der yz-Ebene parallel 
sind, ist das hyperbolische Paraboloid: 

(48) G = 9cawu-bvs^0 oder: -?-9^^ = 0. 

^ ^ ca b 

13. Konstruktion der kub. hyperb. Parabel. Die beiden Glei- 
chungen (32) und (33) des hyperbolischen und parabolischen Zylin- 
ders, in Verbindung mit der Gleichung: 

(49) f = A 

eines Bündels von Parallelebenen zur ^era:- Ebene, sind mit der Para- 
meterdarsteUung (42) gleichwertig und sind der unmittelbare Ausdruck 
der Konstruktion der kub. hyperbol. Parabel, wenn in der ^i^-Ebene 
eines schiefwinkligen Achsensystems Oxyss, der Zeichnungsebene der 
Fig. 43, die Leithyperbel h des hyperbolischen Zylinders (32) und in 
der xy-'Ebene die Leitparabel p des parabolischen Zylinders (33) 
gegeben sind (in Fig. 43 ist das System Oxyz rechtwinklig genommen, 
was an dem Eonstruktionsverfahren nichts ändert). Die Ebenen des 
Büschels (49) gehen alle durch die gemeinsame Erzeugende y = 0, 
t^O der beiden Zylinder (32) und (33), die Sehne (24) der beiden 
unendlich fernen Punkte A^ =« und Ag == oo der Kurve (21), enthalten 
daher je noch einen Punkt der Kurve. 

Zwei Ebenen A und — A des Büschels (49) schneiden die y-Achse 
in den Punkten J und J' (OJ = OJ' = bl). Geht man nun durch 
J und J' in der yjs-^hene parallel zur jgf- Achse bis zu den Schnitt- 
punkten H und H' mit der Leithyperbel h und zieht durch H und 
JE?' Parallellinien zur a:- Achse, so erhält man die Schnittlinien l und 
V der Ebenen A und — A mit dem hyperbolischen Zylinder. Geht man 
dagegen von J und J' in der rry-Ebene parallel der a:-Achse bis zu 
den Schnittpunkten Q und Q' mit der Leitparabel p und zieht durch 
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^ und (^ Parallellinien zur jsf- Achse, so erhält man die Schnittlinien 
w und m der Ebenen A und — A mit dem parabolischen Zylinder. 
Die Schnittpunkte Ixm^P und Vxm^P' sind zwei Punkte X 
und —X der Raumkurve (42). Ihre Verbindungslinie PP' wird in 

M, dem Mittelpunkt der 
zur ^-Achse parallelen 
Sehne QQ' der Leitparabel 
selbst, von der a:- Achse 
halbiert. Ebenso erhält man 
weitere Punktepaare, de- 
ren Seh- 
nen von 
der X- 
Achse 
halbiert 
werden. 
Diese Sehnen liegen auf 
dem Paraboloid (45). 

14. Gestalt der kub. 
hyperbol. Parabel. Die 
Raumkurve besteht hier- 
nach aus zwei Zweigen, 
die man sich in folgender 
Weise entstanden denken 
kann: Man zieht in der 
Leitparabel p des parabo- 
lischen Zylinders in der 
horizontalen a;y-Ebene ein 
System zur y- Achse par- 
alleler Sehnen QQ\ die von der a;- Achse halbiert werden. Darm 
verschiebt man die gegenüberliegenden Endpunkte jeder Sehne auf 
den Erzeugenden m,m des parabolischen Zylinders soweit nach oben bzw. 
nach unten, als die parallel der ;8r- Achse gemessene Höhe JH der Leithy- 
perbel in der durch m zur ;2ra?-Ebene gelegten Parallelebene beträgt. 
Die Parabel p wird dann im Scheitelpunkt zerrissen und unendlich 
weit nach oben und unten längs der ^e?- Achse hingezogen, während 
sie andererseits gegen die positive a?- Achse hin immer weniger von 
ihrer ursprünglichen Lage nach oben und unten abweicht. 

15. Die Botationsfläolien im natürlichen System. In der un- 
endlich fernen Ebene ^ = fallen von dem Dreieck der drei Kurven- 




Fig. 43. 
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Fig. 44. 



punkte El E^ E^ zwei Ecken J^, ^^^ ^s (^ "^ ^ ^ ^^ Ecke 
X des Koordinatendreiecks XTZ, eine Ecke JS^(>l=-0) aber in Z. 
Die Gleichungen der drei Seiten von E^ E^ E^ , von denen s^ 
nach § 13, 7 die Tangente im Punkte X ^ oo ist, werden (Fig. 44): 

Sj^: z = (nach (26)); 5, « s, : y — 0. 

Die Doppelpunkte der Involution § 14, 6 
die auf s^ » ^3 durch die Schnittpunkte 
S^y S^' mit dem Eugelkreis und die Ecken 
J?i, E^ bestimmt wird, sind ebenso wie 
§ 20, (51): 

A-A- 1,0,1; D,'-A'= -1,0,1- 
Auf der Seite 5^ erfüllen zwei harmonische 
Pole Xi, ifi, und x^, y^,0 des Eugel- 
kreises die Bedingung: 

^"i + ViVi + vi^iVi + x^yi) - , 
80 daß: 2)^=_y, 1, 0; B^ ^ E,^ E,^ 1, 0, 

harmonische Pole sind. Die beiden Berührungssehnen sind daher wie 

§14,6: 

D^D^ix + yy-z^O, D^D^' :x + yy + z ^ 0. 

Damit wird die unendlich ferne Kurve der beiden Rotationsflächen 
wie § 14, 9: 

(50) (x^ + ys + ^« + 2ay;8r + 2ßzx + 2yxy) - (a? + yy + s^y = 
oder: 

(51) (l^y')f+2(a^ey)yz + 2(ß^8)0X^O, s^±l. 

Sie geht durch den Punkt Z(x = 0, y =- 0) und berührt die Seite 
^i(^ = 0) in X 

Die Gleichungen der beiden dwrch die hub. hyperb. Paräbd gehen- 
den Botationsflächen gehen daher aus (29) hervor mit den Werten: 

(52) Q - 2bc{a - ey), 6 = - 2ca{ß - s\ r 6*(1 - y^). 

16. Die rechtwinklige kub. hyperb. Parabel. Nach (15), (14), 
(12) sind in bezug auf das ursprüngliche System Oxye in 1 die Ko- 
sinus der Achsenwinkel des natürlichen Systems: 



a 



(8ae + aO(ae«+ag+a")+&(6e+60 ^_ ae*+a'e+a 

pq ' "~ p 



y- 



Das natürliche System in 6 — 16 wird daher rechtwinEig^), wenn für 
die ursprüngliche Darstellung (1) die Bedingungen erfüllt sind: 



1) F. Lindemann, Vorles. Geom. Raum (1891), S. 251. 
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(53) a'- — 3a6, a"-2aÄ V le. 

Das unendlich ferne Dreieck XYZ des natürlichen Systems (Fig. 44) 
ist dann ein Polardreieck des Kngelkreises. 

Bei dieser besonderen kab. hyperbol. Parabel sind die Asym- 
ptotenebenen der Kurve selbst (yz- und rr^- Ebene unter 7) und die 
des hyperbol. Zylinders (32) je untereinander senkrecht und die 
Asymptote der Kurve (j? -Achse in 7) fallt in die Scheitellinie des pa- 
rabolischen Zylinders (38). 

Die Gleichungen (29), (52) der beiden Botationsflächen der Kurv^ 
im natürlichen System sind: 

(54) y^ - 2ezx -b^^t + 2sca^t - 0. 

§ 23. Die kubische Parabel. 

1. Parameterdarstellung im rechtwinkligen System. Bezogen 
auf ein rechtwinJdiges System Oxyz wird die kub. Parabel nach § 6,. 
(14); (18); § 7, (11) und § 8, (11) allgemein durch folgende Para- 
meterdarsteUung ihrer PunMe, Schmiegungsebenen und Tangenten ge- 
geben: 



(1) 






u = hc, 

V = —■ (3aA + a)c, 

w = 3a(6A + 6')^ + «'&' - «"^r 
^ = 1; l 5 := — ahcX^] 

ffts =- ^^>l'^ Pii = 3aA^ +2aX + a'\ 

(3) \pzi = - (2aA + a!)cX\ p^^^ 2bk + V, 
\p^^ r=* (a&A* + 2aVX + aV — a'b)X^, ^g^ == c, 

wo abc =4= ist. 

2. Durchdringung von Zylinder und Kegel. Die kub. Parabel 
ist der übrige Durchschnitt des parabolischen Zylinders: 

(4) . bz^-c^yt + b'czt==^0 
und des Kegels: 

(5) acY + (a'b-2aV)cyz + {aV^-abb' + a'b^)z^-b^czX''0, 

die außerdem die a;- Achse gemein haben. 

Charakteristisch für die Lage beider Flächen ist nach § 6, 8, daft 
die Tangentialebene des Kegels längs der gemeinsamen Erzeugenden, die 
x«/- Ebene, zur Hauptehene des parabolischen Zylinders parallel ist 
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Fig. 45 



(Fig. 45 gibt den Durchschnitt beider Flächen mit einer zur a;- Achse 
senkrechten Ebene O'y z\ wie Fig. 19, S. 25). 

3. Elemente des Anfangspunktes. Die Tangente der Kurve (1) 
im Anfangspunkte A ^ 0: 

(6) x\y\e^a"\})\c {OT) 

ist nach § 11, 6, 11 diejenige Erzeugende des Kegels (5) in der er 
geschnitten wird von der Tangentialebene Os^ des Zylinders (Fig. 45) 
längs der ;r- Achse. 

Die Schmiegungsebmeim Punkte 1=0: 

{l)c(hx-a'y) + (ab'-a'h)is^O (Ot^) 

ist nach § 11, 7 die Tangentialebene des 
Kegels längs der Erzeugenden (6). 

Der Durchmesser durch den Punkt 
1 = 0: 

(8) x:y:js=a:h:0 (OS), 

nach § 11, (30) die Polare der Ebene OSq 

in bezug auf den Kegel, halbiert nach § 11, 8, II alle Sehnen X, —L 

4. nnendlich viele Scheitelpunkte. Jedoch sind die Elemente 
des Anfangspunktes keine ausgezeichneten Elemente der Kurve, da 
nach § 11, 3, IV jeder Punkt der Kurve als Scheitelpunkt gleich- 
berechtigt ist. In der Tat behalten die Gleichungen (1) ihre Form 
in § 11, (18) unverändert bei, wenn ein von einem beliebigen Punkte 
Oq — Xq der Kurve ausgehendes, dem System Oxyz paralleles System 
OqX^TZ eingefährt wird. Die Kurve § 11, (18) erscheint wiederum 
als der Durchschnitt des parabolischen Zylinders: 

(9) bZ^-c^T+hJcZ=0 
und des Kegels: 

(10) ac3r»+«6-2a6o')ci^^+(^V-<&V+<'^')^'-*'^-^^=0. 

Während aber (5) der Sehnenkegel des Punktes A = war, ist 
(10) der Sehnenkegel des Punktes Xq, Wiederum ist die Tangential- 
ebene Z= des Kegels (10) längs der X-Achse der Hauptebene des 
Zylinders (9) parallel. 

ÄUe SehnenJcegel der Jcuh. Parabel (1) haben längs ihrer gemein^ 
Samen Erzeugenden mit dem parabolischen Zylinder (4) parallele Tan- 
gentialebenen, parallel der Hauptebene des Zylinders. 

5. Unendlioh viele Soheiteldurohmesser. Wie bei der Dar- 
stellung (1) zum Punkte A =» der Durchmesser (8), so gehört auch 
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bei der Darstellnng § 11, (18) zam Punkte ft » oder A » X^ der 
Durchmesser: 

<11) X:r:Z-ap':6:0-3aXo + a :6:0 

oder im System Oxyz dargestellt nach § 11; (10) mit Benutzung 
der für X — A^ gebildeten Werte (1): 

<12) (3aAo+a)y— &a;-(2a6Ao'+3a6'V+(»'6'-»"^)^o)="^; z^cX^. 

Bei der hub, Parabel (1) gehört zu jedem Punkte Xq em Selmtd- 
durchmesser (12). Er ist nach § 11, (30) die Polare der Tangential- 
ebene des parabolischen Zylinders (4), längs der gemeinsamen Er- 
zeugenden mit dem Sehnenkegel Xq, in bezug auf diesen Kegel und 
halbiert alle Sehnen Xk\ für die: 

(13) A + r=2Ao. 

AUe Durchmesser sind nach der zweiten Gleichung (12) der Hauptebene 
des parabolischen Zylinders paraUd.^) 

6, Ort der halbierten Sehnen. Die der Bedingung (13) ent- 
sprechenden Sehnen XI' haben nach § 8, (2) die Gleichungen: 

bcx-{2alQ + a)cy + (2ab'XQ + ab''-a'b)z + abkX'z^0, 

cy - (2 6 Ao + b')z + bclX't « 0. 



<14) 



Durch Elimination von XX' ergibt sich als Ort der Sdmen, die 
vom Durchmesser des Punktes Xq halbiert werden , das hyperbolische 
Paraholoid: 

l^^^^K + V)z^— acyz + bc^xt - {2aX^ + a')c^yt 
'^ ^ \ +{2aVX^-\'a'V -a''b)czt^O. 

7. Paraboloide im Bündel. Das Bündel aller durch die Kurve 
(1) gehenden Flachen 2. 0. ist nach § 9, (25): 

<16) 9f+<sg + th^0, 

wo f:ab und h die linken Seiten der Gleichungen (4) und (5) und 
^ nach § 9, (3) bedeutet: 

(17) g abcyz + abVz^ + b^c^xt — abc^yt + {ab'— a"b)bczt. 

Die Determinante der unendlich fernen Kurve der Fläche (16) ist, 
<ia im Sinne von § 9, (5) a^i = 0, a^, = ist: 

1) v. Drach, Kub. Kegelschn. (1867), S. 68. 
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Die Fläche (16) ist daher mit Rücksicht auf § 9, (32) ein hyperboli- 
sches Paraboloid für r == 0, (J + O; wir setzen etwa q ^2Xq, ö ^ 1: 
Alle im Bündel (16) enthaUenen hyperbolischen Paräboloide bilden 
den Büschd: 
(18) 2kJ+g^Q. 

Sie haben alle, außer der Baumkurve selbst^ deren unendlich ferne 
Tangente z^O, ^ - (§8, (39)) gemein. 

Die Gleichung (18) ist identisch mit (15), so daß jedes Para- 
boloid des Büschels (18) die von einem Durchmesser halbierten Sehnen 
•enthält. 

8« Einfachste Darstellung in rechtwinkligen Koordinaten. Wählt 
man für die Darstellung § 11, (18): 

<19) 



26 ^ 



«o wird nach § 11, (19): 6q'=0. Man kann daher, indem man den 
Punkt (19) von vornherein als Anfangspunkt genommen denkt, in (1) 
ohne Beschränkung annehmen, daß : 

(20) V = 0. 

Die Jcub. Parabel Icann in be- 
^ug auf ein rechtwinkliges System 
Oxyz immer dvf/rch die Gleichun- 
gen dargestellt werden: 

<21) x = ak^ + a'}? + a"X, 

(22) u^bc, V (ßal + a)cy 

tw; = (3 a A* — a')b , 5 =» — abcl^ . 

Sie ist dann der Durchschnitt des parabolischen Zylinders und Kegels: 
<23) bz^-c^yt^O-, (24) acY + «'^cy^ + a''bh^ - b^czx - 0. 

Die ic-Achse ist die Scheitelerzeugende des parabolischen Zylinders 
und der auf ihr liegende (endliche) Kurvenpunkt (Fig. 46), 

9. Das natürliche Koordinatensystem der kub. Parabel. Für 
die Kurve (1) bildet die vom Scheitelpunkt ausgehende x-Achse, 
der Scheiteldurchmesser (8) und die Scheiteltangente (6) das in § 11, 1 
«ingeführte schiefwinklige System der Scheitelelemente, für welches die 
Gleichungen § 12, (6); (7); (11) gelten. Da aber nach 4 jeder Punkt 
Scheitelpunkt ist, so folgt: 




Fig. 46. 
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Zu. jedem beliebigen (endlichen) Punkte der Jcub, Parabd als 
Scheitel gehört ein bestimmtes schiefwinkliges System Oxye, in besug auf 
das die Parameterdarstellungen der Kurve lauten: 

(25) x=-aX^y y = bX\ z = cX, ^=1; 

(26) «* = i-^ ^ = -"-V' ^'^V' 5==-X8; 



(27) 






Die Ebenen x = 0] y = 0; js = 0] ^ = enthalten nach (25) die 
Kurvenpunkte A «= 0, 0, 0«, 0, 0, cx); 0, cx), cx); oo, <x>, oo; die Ebe- 
nen a: = und ^ = sind also die Schmiegungsebenen in den Punkten 
A « und A = oo, die Ebenen y = und 0=^0 diejenigen Tangen- 
tialebenen in beiden Punkten, die je durch den anderen gehen. 

Das eingeführte „natürliche" System Oxyz ist daher nach § 22, 9 
das den Punkten X = und A = oo entsprechende Schmiegungstetraeder. 
Es gibt, da A = ein beliebiger Punkt ist, unendlich viele solche 
Schmiegungstetraeder. 

Die y- Achse, als Scheiteldurchmesser, halbiert alle Sehnen A, — A. 

10. Flächenbündel und Scharscliar. Nach § 12, 5 ist das Bündel 
aUer durch die Kurve (25) gehenden Flächen 2. 0. und die Scharschar 
aller von den Ebenen (26) berührten Flächen 2. KL: 

(28) Qf+ög + th = 0', (29) qF+öG+xH^O, 

wo: 

(30) f=^-it, -9-ii-^>. »=i;-fii 

(31) F=b^v^ — Scawu, G = bcvw — 9aus, H =- c^w^ — ibvs. 
Die Gleichungen: 

(32) f=i-^=o, /.=i-;-ii=o 

stellen den parabolischen Zylinder und den zum Punkte A == ge- 
hörigen Sehnenkegel dar und: 

(33) F^b^v^ - Scawu = 0, H^ c^w^ - Sbvs = 

den Achsenkegelschnitt der unendlich fernen Schmiegungsebene und 
derjenigen des Punktes A = 0. 

11. Konstruktion der kub. Parabel. Die beiden Gleichungen (32) 
in Verbindung mit der Gleichung: 
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(34) t-^y-0 

sind der Parameterdarstellung (25) gleichwertig und enthalten die 
Konstruktion der kub. Parabel^ wenn in der zur y;sr- Ebene parallelen 
y/-Ebene x^a eines schiefwinkligen Achsensystems Oxyg die Leit- 
parabel h des parabolischen 
Zylinders /" = und die 
Leitparabel h des Kegels 
Ä = gegeben sind. In (34) 
hat man dann einen Büschel 
Yon Ebenen^ die durch die 
j;- Achse die gemeinsame 



- K 




Erzeugende der Flächen (32), 
hindurchgehen. 

Zwei Ebenen k und 
— X des Büschels, die zu 
den Ebenen y = und ss^O 
harmonisch sind, werden in 
der Ebene O'yz' durch zwei 
Strahlen durch 0' bezeichnet, welche die Kurven h und h in H,H' 
und KyK' schneiden (Fig. 47). Lidern man durch jEZ",fl' Parallelen 
zur a?- Achse zieht und K^K mit verbindet (in Fig. 47 sind diese 
Linien hinzuzudenken), erhält man die in den Ebenen A, A' liegenden 
Erzeugenden von Zylinder und Kegel und in deren Schnittpunkten 
P, P' zwei Punkte der Kurve. Ihre Sehne l^V wird in M. von dem 
Durchmesser des Punktes 0, der y- Achse, halbiert. In Fig. 47 sind 
für weitere Punktepaare A, — X die von der y-Achse halbierten Sehnen 
gezogen; zu diesen Sehnen gehört die ;8?- Achse, die Tangente der 
Raumkurve im Punkte 0. 

12. Der Parallelkegel. Für die folgenden Betrachtungen legen 
wir die vereinfachte Darstdlung (21) der allgemeinen kub, Parabel in 
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rechtwinkligen Koordinaten zugrunde. Zu (21) treten neben (22) noch 
die mit 6' — verkürzten Formeln (3). 

Zieht man durch den Anfangspunkt Parallelstrahlen zu allen 
Tangenten der Eurye^ so entsteht ein Kegel^ der kurz als ParaUelkegel 
bezeichnet werden soll. Für einen Punkt x, y, z dieses Kegels ist nach 
(3) (I § 48, (19)): 

(35) x\y\z-^ 3aAH 2a A + a!' \ 26A : c. 

Durch Elimination von X ergibt sich als Gleichung des Parallelkegels: 

(36) 3acV+ ^aVz^^ 4.ahcyz ~ 4tVczx - 0. 

Es ist also ein Kegel 2. 0. Seine Gleichung in Ebenenkoordinaten 
des Bündels (I § 49, 6; II § 80, (12)) lautet: 

(37) (a'2- 3aa")w'+ feV- Scawu + 2a'buv «0. 

Zieht man andererseits durch Parallelebenen zu aUen Schmie- 
gungsebenen der Kurve, so ist für eine solche Parallelebene nach (22): 

(38) uiviw^'bc: — (dal + a')c : (3a2* - a")& . 

Hieraus folgt aber durch Elimination von A die Gleichung (37): 

I. Legt man durch den Funkt Farallelstrahlen zu allen Tan- 
genten und Parallelebenen zu allen Schmiegungseienen der kuh. ParäbeH 
(21), so sind die einen die Erzeugenden und die anderen die Tangen- 
tialebenen desselben Kegds (37), (38).^) 

Da der Parallelkegel (37) unter der Bedingung: 

(39) a'»-3aa"+6«-0 

dual gleichseitig (II § 71, (30)) ist, so folgt: 

II. Bei der kub, Parabel (21) gibt es entweder keine drei zueinander 
senkrechten Schmiegungsebenen oder, falls die Bedingung (39) erfüllt ist 
unendlich viele Systeme solcher.^) 

Es gehören dann zu jeder Schmiegungsebene zwei zu ihr und 
untereinander senkrechte. 

13. Senkrechte Schmiegungsebenen. Sollen überhaupt zwei 
Schmiegungsebenen X^ und X zueinander senkrecht sein, muß nach (22): 

(40) b^c^+ (3aAo+ a'){3aX + a')c^+ (3aV~ a')(3aA«- a")6'- 
oder nach X geordnet: 



1) H. Schröter, Oberflächen 2. 0. (1880), S. 307. 

2) 0. Böklen, Zeitßchr. Math. Phya. 29 (1884), S. 378; F. Meyer, ebd. 30 
(1886), S. 346. 
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(41) 3a68(3aAo2- a")A»+ Sac^fSaA^ + a)k + V(? 

+ a(?{^al^ + a) - a"6«(3aXo^ - a") - . 

Zw einer Schmiegungsebene A^ ^fift^ es zwei Senkrechte k^ und Ag, fü/r die: 

8ac*(3a;io+a') 



(42) A, + A, - - 



3rt6«(3a;§ — a")' 



Sollen auch X^ und X^ untereinander senkrecht sein^ was einschließt^ 
daß sie reell sind^ so muß nach (40) die Bedingung: 

(43) V(? + (SaAi + a')(3a A2 + a )c» + (3a A^^ - a") (SaA^* ^ a")6' = 

erfüllt sein, die sieh nach Einsetzen der Werte (42) auf die Form 
bringen läßt: 

(44) I (3a Ao - ayW + (3a Ao + ajc^ + h'c'' } (a'« - 3aa" + V) « 0, 

die im allgemeinen für kein A^ erfüllt ist, unter der Bedingung (39) 
aber für jedes A^, so daß wieder der Satz 12, II folgt. 

14, Ort der Schnittpunkte. Für den Schnittpunkt x, y, z, t der 
drei Schmiegungsebenen Aq, Aj, A^ ist nach § 7, (18) mit ? = 0, m «= 0^ 
w«l; &'=0: 

(45) ^ = 3aAoAiA, + a'(AoAi + A,A, + A.A^) + a"(^o + ^1 + ^»). 

^ - HK^i + Ao A, + A, A,) , ^- - c(Ao + A, + A,) \ 

Mit Einsetzung der Werte (42) ergibt sich aber unter der Bedingung 
(39), daß unabhängig von XqI 

(46) 3-=^-^^, 3-=» 3^ 

Der Ort der Schnittpunkte dreier rechtwinkligen Schmiegungsebenen 
der speziellen kuh. Parabel (21), (39) ist die zur Hauptebene des paror- 
bolischen Zylinders (23) senkrechte gerade Linie (46), die Direktrix der 
speziellen kui). Parabel,^) 

Die Gleichung einer Ebene, die durch die Direktrix (46) senk- 
recht zur Schmiegungsebene A: 

(47) bcx - (3a A + a')cy + (3a A«- a')bz - a6cA»- 



1) 0. Böklen, Zeitschr. Math. Phys. 29 (1884), S. 379; F. Meyer, Böklen 
Mitt. 1 (1884), S. 11; Zeitschr. Math. Phys. 30 (1886), S. 846. 
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gelegt wird, lautet (mit ^ = 1) : 

oder mit Benutzung von (39): 

(48) 3(3aA + o> + 3by + aak + a^+ c*=- . 

Die "beiden Gleichungen (47) und (48) stellen also die senkrechte Pro- 
jektion der Direktrix (46) auf die Schmiegungsebene k dar, 

15« Elemente der* Aohsenparabel. Der Achsenkegelschnitt der kub. 
Parabel in der Schmiegungsebene (47) ist nach § 10, 4 eine Parabel. Er hat die 
Gleichung § 10, (5) mit den Koeffizienten (? = 0, w = 0, w = l; &'=0): 



(49) 



26„ = &cX, 2&ji = (— 3aX*+aX + 2a")c, 26j,=-2a'6X*+a"6X, 
26^^= — 3(3aX + a'), 26,4=--3&, 26,^ = 0, ft^^^O. 



Ist nun X die Hauptachse und 2;' die Scheiteltangente der Parabel (Fig. 48), so 
sind die Bichtungskosinus von x nach II § 103, (4): 

&I4 



(50) a, = -ii, ft = -ii, n=-^-Oi e = l/6Ä+l>T- 

Femer ist für die Koordinaten x^, i/o, Zq des Scheitelpunktes nach II § 103, (10): 
/2c>*a;o=2p«(5ij6i^ + &,,6j,)-(&ii&i\+26i,&i,&8^ + &„&Ä)6,^, 

(51) 2e*yo- 29'(&i*&i4 + 2»« ^4) - (&11&1*4+ 25x.&i4^4 + ^.2>l4)&,4 . 

Der Brennpunkt der Parabel hat auf der Achse x den Abstand — ^ vom 
Scheitel und daher die Koordinaten: 

(62) ^ = ^0— f«^i> y = yo— fft» ^=*^o-f yi=-^o. 

wo der Parameter p nach II § 104, (2); 11 § 103, (16); (6); 11 § 102, (19) den 
Wert hat: 

.... ^ (&« + b ,,)hU+ Q>,, + b,,)bh^ 25,,6,,&,, 
(63) p ^ -3 • 



(64) j 



Die homogenen Koordinaten des Brennpunktes der Achsenparabel X werden daher : 

a; = 2 &j^j &84 + (&11 — 6„ — &S8)^4 » y^^\i\4.+ (^m — ^11 — ^s) &f 4 1 

^ = 2(&,,&,,+ 6„&,,), *-2(&«,+ 6|,). 

Die Direktrix der Parabel wird aus der Ebene (47) ausgeschnitten durch eine 

P 
zweite Ebene, die zu x' senkrecht ist und den Abstand ^ vom Scheitelpunkt 

(Fig. 48), also die Gleichung hat: 
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<65) 



ü^(a?-a;o-|or,) + ft(y-t/,-|ft) + n(£r~^;o-f)yi = 



oder nach 11 § 103, (8); (7); (9): 

(56) 26i,x + 2&,,y-(6,, + 6„ + 6„) = 0. 

Die Direktrix der Achsenpardbd l ist dargestellt durch die Gleichungen (47) und: 

(57) 3(3aX + oTjx + Uy + (a' «— 3aa" + 6»);L'+ a'a'^X + a" •+ c» = . 

16« Ort der Brennpunkte der Achsenparabeln. 

Mit Bücksicht auf (49) stellen die Gleichungen (54) bei 
yeränderlichem X eine Raumkurve 3. 0. § 4, (1) dar, welche 
-die unendlich ferne Ebene * == in einem reellen, X =i cx) , 
und zwei imaginären Punkten schneidet: 

I. Der Ort der Brennpu/nkte aller Achsenparabeln der 
kUfb, Parabel ist eine kub, Ellipse.^) 

Für den Parameter l der beiden imaginären unendlich 
fernen Punkte ist nun: 

^14=^24* oder SaX-{-a'=bi , 

mit doppeltem Vorzeichen von *, und danach aus (54): a;* -f- y* + £f* =^ . 

II. Die beiden imaginären unendlich fernen Punkte der kub. Ellipse (54) ge- 
hören dem imaginären Kugdkreis an.^) 

17. Eigenschaft der kub. Parabel mit Direktrix. Da im Falle (39) die 
Oleichung (57) mit (48) übereinkommt, so folgt: 

Die Direktrix der Achsenparäbel X der kub, Parabel (21), (89) ist die senk- 
rechte Projektion der Direktrix (46) auf die Schmiegungsebene X. *) 




Fig. 48. 



1) W. Wirtinger, Wien. Sitzungsber. 94 (1886) 2. Abt., S. 302. 

2) 0. Böklen, Zeitschr. Math. Phys. 29 (1884), S. 379. 
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IL Abschnitt. 

Behandlung der Eaumkurve dritter Ordnung in 

Tetraederkoordinaten. 

I. Kapitel. 

Bestandteile der Eanmkurve dritter Ordnnng, 

§ 24. Punkte und Scilmiegniigsebenen. 

1. Definition von Funktreihe und EbenenbüsoheL Werden 
unter Xj^ und w^, Ä= 1, 2, 3, 4, Funkt- und EbenenTcoordifuüen in 
bezug auf ein beliebiges Koordinatentetraeder E^E^E^E^ verstanden^ 
so enthalten die Gleichungensysteme: 

(1) QXj^ = a^iA» + a^jA« + a^jA + a^^; 

(1') 6u, = A,, - ^A,,X + 3^,3^« - Ä,,X\ 

unter q und (J Proportionalitatsfaktoren verstanden, wie § 4, (1), die 
Parameterdarstellung der allgemeinen PunMreihe (Raumkurve) 3, 0. 
und des allgemeinen EbenenMschds 3. 0. 
Unter der Voraussetzung: 

(2) ^ = |a,,i + 0; (2') A = l^.| + 

entspricht jedem Werte des Parameters X immer ein und nur ein 
„PunM X" der Reihe, bezüglich eine „Ebene X" des Büschels. 

Die 16 Konstanten a^, und die 16 Konstanten Ä^^ können bei- 
derseits ganz unabhängig voneinander gedacht werden. Setzen wir 
indessen voraus, daß die Äj^^ die Unterdeterminanten 3. Grades der 
Determinante A sind, so werden die beiden Gebilde (1) und (1') von 
einander abhängig gemacht (siehe später unter 10), aber auch dann 
kann (I Anm. 1, III, (8)) jedes der beiden Gebilde, gleichviel welches,, 
als das ursprünglich gegebene und daher als völlig allgemein gelten. 

2. Charakteristische Eigenschaft von Punktreihe und Ebenen- 
büschel. Die Substitution der Koordinaten (1) oder (!') in die Be- 
dingung der vereinigten Lage von Punkt und Ebene: 

(3) u^x^ + u^x^ + u^x^ + u^x^ =« 
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gibt je eine Gleichung 3. Grades in l, deren Koeffizienten nach (2) 
oder (2') niemals alle yersch winden (§ 4, S). 

Daher liegen in jeder Ebene des Baumes drei Punkte der Punkt- 
reihe 3, 0. und gehen durch jeden Punkt des Baumes drei Ebenen des 
Büschels 3. 0.^) 

Von den drei Elementen sind entweder eines oder alle drei redl. 

3« Die Determinante der Paranieterdarstellung als Invariante 
der Ecordinatentransformation. Irgend ein neues Koordinatentetraeder 
JiJ^J^Ji wird mit willkürlichen Konstanten c^, von nicht verschwin- 
dender Suhstituitionsdeterminante: 

(4) C=\c„\ 

durch die Gleichungen eingeführt (I § 63, (8); (9)): 

4 4 

(5) ^k-2<^kiyi\ (6) (^Vi-^Gki^ky 

1 1 

Ä, Z= 1, 2, 3, 4, wo C^j die ünterdeterminanten 3. Grades von O 
sind. Schreibt man daher die Gleichungen (1) in der Form: 

4 
1 

so wird nach (6): 
oder wenn man: 

4 



(8) C6,„=^*C7„a,„ 

setzt: 

4 



(9) Qy,-2r^,n,^'~'"- 

1 
In dem neuen System erhalten also die Gleichungen (7) die Form (9) 
mit den durch (8) definierten Koeffizienten, 

Nun ist (1 Anm. 1, V, 3) nach dem Multiplikationstheorem der 
Determinanten: 

C*5 - C* . I 6,„ I = I C6,„ I = I C'„ I . I a,„ I = C»A 

Zwischen den Determinanten der Parameterdarstellungen (7) und (9) 
besteht die Beziehung: 
(10) A = BC. 



1) M. Chasles, J. de Math. (2) 2 (1867), S. 404 (Nr. 40); H, Schröter, 
J. f. Math. 56 (1869), S. 29; Cremona, Ann. di mat. 1 (1868), S. 166. 

10* 



» 
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Die Determinante der Pa/rameterdarsteUung ist gegen jede Koor- 
dinatentransformation invariant, 

4. Die Determinante als Invariante der Farametertransformation« 
Führt man in (7) bei ungeändertem Koordinaientetraeder durch die Sabstitution: 

<^') ^-y^ + ö 

Xfiii nicht verschwindender SabBtitutionsdeterminante : 
(12) J = aö — ßy 

einen netten Parameter fi ein, so wird, wenn der gemeinsame Nenner (yfi-|-^)* 
der rechten Seite in q aufgenommen wird: 

(18) Q^k^^^^irnJ^*'"^^ 

1 
wo : 

and wiederum: 

(16) &Ai=«Ai« + aAjy» &A2 = aAi? + ait2*i 

Dann wird nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten: 

(16) ^' = I 4,1 = ^*1 6,, |=z/«|«t,l = ^»A 

I. Die Determinante der Parameterdarstellung ist gegen jede lineare Trans- 
formation des Parameters invariant. 

Die drei verfügbaren Eonstantenverhältnisse a: ß:y: ^ der Substitution (11) 
kann man so bestimmen, daß drei beliebig angenommene Punkte X^, ^l,, X, der 
Kurve (1) in der neuen Darstellung (13) vorgegebene Parameter ft^ , fi, , fi^ be- 
kommen. Mit Rückkehr zur ursprünglichen Bezeichnung erhält man daher den Satz : 

IL In der Darstellung (1) kann der Parameter X von vornherein so gewählt 
werden, daß drei beliebig angenommene Punkte der Kurve vorgegebene Parameter 
^1» hf ^s> ^' ^' ^> 1^ ^^ ö^^^ ^ 1^ — 1> ^fhalten. 

5« Die kanonischen Koordinaten. Nimmt man für die Kon- 
stanten Cj^^ des neuen Koordinatensystems insbesondere: 

(17) c„ « a,,, 

so geht die Substitution (5), (6) über in: 

(18) x^-^a^ty,; (IQ) Äy, - ^^ Ä,,x„ 

1 1 

während gleichzeitig zwischen alten und neuen Ebenenkoordinaten die 
Gleichungen bestehen (I § 63, (11); (12)): 



* •■ 
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4 4 

(20) «,=2«*,«*; (21) Äu,^^»A^,v,. 

1 1 

Setzt man jetzt in (19) die Werte (1) und in (20) die Werte (1') 
ein^ so folgt: 

4 

1 

4 

1 

oder (I Anm. 1, III, (17)) mit Ä6 für <?: 

1. Die Parameterdarstellungen (1) und (1') der allgemeinen Funlt- 
reihe und des allgemeinen Strahlhüschels 3. 0. iönnen durch Einführung 
eines neuen Koordinaünsisüms J^J^^i^i, stets auf die Form gelrach 
werden: 

(22) Qy^ « P, Qy^ = A^ gy^ = k, Qy^ - 1^); 

(22') 6V^ = 1, 6V^ 31, 6v^ = 3A*, 6v^ k\ 

Wir nennen die neuen Funkt- und FlenenJcoordinaten yj^ und t;;^ welche 
durch die zusammengehörigen Formeln (18) — (21) mit den alten Xj^ 
und % verbunden sind, die Jcanonischen Koordinaten der Gebilde (1) 
and (1'). Zu den Formeln (18) — (21) treten noch die zwischen alten 
und neuen Strahlenkoordinaten p^ und r^ hinzu (I § 63, (19); (20)): 

6 6 

(23) i'*»^«*,»-, (24)^V,=^A,j,,. 

1 1 

hinzu ; wo «j, und A^, die aus den Elementen a;^,, bezüglich Aj^^ ge- 
bildeten Unterdeterminanten 2. Grades sind (I Anm. 1, III, (4)). 

6« Sohnittpunkte der Baumkurve mit einer Ebene. Die Be- 
dingung der vereinigten Lage von Punkt und Ebene: 

(25) v^Vi + v^y^ + ^3^3 + v^y^ = 
gibt mit Substitution der Werte (22) oder (22'): 

(26) Vi A» + v^X^ + v^k + t;, = 0; (260 Vi - 3Ay, + U'y^ - A«y, = 0; 
also entsprechend dem Satze unter 2: 



1) Möbins, Werke 1, S. 118 (1827); Joachimsthal, J. f. Math. 66 (1858), 
S. 44; Cremona, Ann. di mat. (1) 1 (1868), S. 164. R. Mehmke, Punkt- und 
Vektorrechnung 1 (1913), S. 198. 



150 



§ 24, 6-8 



Die drei in einer gegebenen Ebene 
Vj^ liegenden Punkte Aj, X^, A, der 
PunMreihe (22) bestimmen sich atts 
der Jeubischen Gleichung (26), so- 
daß: 



(27) 



V, 



Aj + Aj + Aj — — - -, 



V, 



V. 



^^3 + ^Al + A^X, — ^ y 



,^i^A— ^*- 



Die drei durch einen gegebenen Punkt 
y^ gehenden Ebenen X^^ Ag, X^ des 
Ebenenbüschels (22') bestimmen sich 
aus der kubischen Gleichung (26'), 
sodaß: 



(2T) 



^1 + ^a + ^8 "" •^ ~> 

Aj ^34- A3 Aj+Ai Aj= — - , 



/l^2^8 



Vi 



7. Verbindongsebene dreier Funkte der Banmkurve. umge- 
kehrt gelten wie § 7, 2; 7 die Sätze: 



Die Verbindungsebene dreier ge- 
gebenen Punkte X^y X^, JLg der Punkt- 
reihe hat die Gleichung:^) 

(28) y^^(X,+X, + X,)y, 



Der Schnittpunkt dreier gegebenen 
Ebenen A^, X^ A3 des Ebenenbüschels 
hat die Gleichung: 

(280 ^1^2 Vi + K^2^«+ hk+ k^ ^ ^2 



8. Berührungsebene der Baumkurve. 



1; 



Fallen von den drei Punkten A 
Aj, Aj der Punktreihe, die eine 
Ebene enthält, zwei zusammen, 
Aj =- Aj, so ist die Ebene eine Be- 
rührungsebene im Punkte A^ = X^ 
der Punktreihe, 



Fallen von den drei Ebenen A^, 
Ag, A3 des Ebenenbüschels, die durch 
einen Punkt gehen, zwei zusammen, 
Ai^Aj, so ist der Punkt ein Be- 
rührungspunkt in der Ebene A^ = Ag 
des Ebenenbüschels. 



Mit Ai = Aj = A, A3 = Xq folgt daher aus (28) und (28'): 

Diejenige Berührungsebene im Derjenige Berührungspunkt in der 
Punkte X der Punktreihe, die noch Ebene X des Ebenenbüschels, der 



durch den Punkt X^ geht, hat die 
Gleichung:^ 

(29)y,-(2A + Ao)y, 

+ A(A + 2Ao)y3-A%y, = 0. 



noch in der Ebene X^ liegt, hat die 
Gleichung: 

(29') AUot;i + ^A(A + 2Ao)t;, 

+ |(2A + Ao)t;3+t;,«0. 



Da die Gleichung (29) in Aq linear ist, stellt sie bei festem A und 
veränderlichem A^ ein Ebenenbüschel (1. 0.) dar, also: 



1) Gremona, Ann. di mat. 1 (1868), S. 166; Joachimsthal^ J. f. Math. 
56 (1869), S. 45. 

2) Cremona, Ann. di mat. 1 (1868), S. 278. 
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Alle Berührungsebenen im Punkte ! Aue Berührungspunkte in der 
X der Punktreihe gehen durch eine \ Ebene X des Ebenenbüschels liegen 
Gerade. \ auf einer Geraden. 

Auf diese Geraden kommen wir in § 25; 5 zurück. 

9. Die Sohmiegungsebenen der Bamnkiirve. Wird im beson- 
deren Aq » Xy so wird aus der Tangentenebene die Schmiegungsebene 
im Punkte X und aus dem Berübrungspunkt der Schmiegungspunkt in 
der Ebene X. 



Die Schmiegu/ngsebene im Punkte 
X der Punktreihe (22) ha;t die 
Gleichung:^) 

(30) yi-3Xy, + 3A«y3-A»y, = 
u/nd demnach die Koordinaten: 

(31) 6V^ = 1, 0V^ = — 3A, 
6v^ = 3A*, 6v^ = — X^, 



Der Schmiegungspunkt in der 
Ebene X des Ebenenbüschels (22^) 
hat die Gleichung: 

(31') X\ + X^v^ + Xv^ + v^^O 

und demnach die Koordinaten: 

(31') ()yi - A», Qy^ « A^ gy^ = X, 



10« Identität von Punktreihe und Ebenenbüsohel 3. O. Hier- 
aus folgt zunächst mit Rücksicht darauf, daß die Gleichungen (1) und 
(1') je unabhängig voneinander mit willkürlichen Eonstanten a^^, oder 
^ki gegeben und durch Koordinatentransformation auf die Form (22) 
oder (22') gebracht werden konnten , mit der nun (31') und (31) 
übereinstimmt: 



L Die Schmiegungsebenen einer 
jeden gegebenen Punktreihe 3. 0. 



r. Die Schmiegungspunkte eines 
jeden gegebenen Ebenenbüschels 3. 0. 



bilden einen Ebenenbüschel 3, 0.^) bilden eine Punktreihe 3, OJ) 

Weiter aber folgt mit Rückgang auf 1, wo die Koeffizienten 
-4j, in (1') die Unterdeterminanten der Determinante der Koeffizienten 
%^ in (1) und daher die Gleichungen (1) und (1') wechselseitig von 
eincmder abhängig sein sollten: 

IL Die Schmiegungsebenen der Punktreihe (1) bilden gerade den 
Ebenenbüschel (1') und die Schmiegungsebenen des Ebenenbüschels (1') 
gerade die Punktreihe (1). 

Wir fassen nunmehr beide, Punktreihe und Ebenenbüschel, als 
ein einziges aus „Punkten^^ und „Ebenen" bestehendes Gebilde auf, das 
wir Raumkurve 3. 0. und 3. Klasse nennen. Die Ordnung bezeichnet 
die Anzahl der Punkte der Raumkurve in jeder Ebene des Raumes, 



1) Joachimsthal, J. f. Math. 66 (1869), S. 46. 

2) H. Schröter, J. f. Math. 66 (1869), S. 36. 
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die Klasse aber die Anzahl der Ebenen der Baumkurve durch jeden 
Punkt des Raumes. 

III. Alsdomn ist dieselbe Baumkurve 3, 0. und 3. Kl. in einem 
tdidngen Koordinatensystem in Punkt- und Ebefienkoordinaten^) durch 
die Gleichungen (1) und (!') dargestellt, im kanonischen System ebenso 
durch (22) und (22'). 

IV. Ein Punkt der Ku/rve und die zu ihm gehörige Schmiegungs- 
ebene entsprechen dabei demselben Param^eterwert X. 

11« Darstellung ohne Parameter. Durch Elimination von X aus 
je zwei Gleichungen (22) und (22') folgt: 

(32) yi.^y±^y^. ^32'^ iüi_??.«j!i_. 

I. Die Pu/nkte der Baumkurve sind daher gemeinsame Punkte der 
drei Flächen 2. Ordnung: 

(33) f-^y^y^-y^i^^O, g-^y^y^-y^y^^O, h^y^y^-y^^^O, 

und die Ebenen der Baumkurve gemeinsame Tangentialebenen der drei 
Flächen zweiter Klasse: 

(SS') F^'iv^v^-v^^^Oy G = 9t;it?^ — Vj^s^O, H^^v^v^-v^^^O. 

Schon zwei Flächen können im allgemeinen dienen, um eine 
Raumkurve als ihren Durchschnitt zu bestimmen, so die beiden Kegel- 
flächen (33): 

*=*- 2/22/2+2/12/3 = 0. 

Diese haben jedoch außer der Raumkurve 3. 0. noch eine ganze Gerade: 
(35) y,= 0, y,= 

gemein, welche der Fläche ^ = nicht angehört, sondern sie nur in 
zwei Punkten y^, y^, y^, y^= 1, 0, 0, 0; 0, 0, 0, 1 schneidet. AUe 
andern gemeinsamen Punkte von f^O und ä = gehören der Fläche 
^ = an, da aus den in j/g? 2/s linearen homogenen Gleichungen, falls 
y^ und yg nicht beide sind, die Gleichung g = folgt. 

Durch Hinzunahme der dritten Fläche ö' = wird daher die ge- 
rade Linie (35) als fremder Bestandteil des Durchschnittes der beiden 
andern Flächen ausgeschieden. In diesem Sinne sagen wir: 

II. Die Baumkurve 3. 0. und 3. Kl. wird in Punkt- und Ebenen- 
koordinaten durch die drei Gleichungen (33), bezüglich (33') dargestellt. 

1) J. Tannery, Bull. sc. math. 11 (1876), S. 185. 
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§ 25. Tangenten. 

1. Baumkurve 3« O. und gerade Linie. Eine gerade Linie im 
Baume kann nach § 4, 3, II nicht mehr als etvei Punkte P^ und Pg der 
Raumkurye enthalten. Ebenso können durch eine gerade Linie nicht 
mehr als zwei Ebenen dör Raumkurve gehen. 

2« Begriff der Sehne und Achse. Eine gerade Linie^ die zwei 
Punkte der Raumkurve 3. 0. enthält, heißt nach § 8, 1 eine Sehne; 
eine gerade Linie durch die zwei Ebenen der Raumkurve 3. 0. gehen^ 
nach § 8, 2 eine Achse der Kurve. 

3« Gleichungen einer Sehne oder Achse. Die Gleichungen der 
Sehne, welche zwei Punkte X^^ und X^ der Kurve § 24, (22) verbindet^), 
bezüglich der Achse, in welcher sich zwei Schmiegungsebenen der 
Kurve § 24, (22') schneiden, lauten in kanonischen Koordinaten, wie 

§ 8, (1); (3): 

(1) Vi - (^1 + h)y2 + hhVz ^0, yg - (Xi + ^2)^3 + AiAgy^- 0; 

(!') SX^X,v, + {X, + X^)v^ + i'g ^ 0, X,X,v,+ {X, + X,)v^ + 3v^^ 0. 

4« Doppelte Entstehung der Tangente. 



Fallen für eine Sehne die beiden 
Punkte X^ und X^, die sie verbin- 
det, in einen Punkt X zusammen, 
so wird sie die Tangente im Punkte 
X der Punktreihe S, 0. 

Die Gleichungen der Tangente 
im Punkte X sind nach (1): 

yi- 2^2/2+^2^3=0, 



(2) 



Fallen für eine Achse die beiden 
Ebenen X^ und X^, die sich in ihr 
schneiden, in eine Ebene X zusam- 
men, so wird sie die Tangente in 
der Ebene X des Ebenenbüschels 3. 0. 

Die Gleichungen der Tangente in 
der Ebene X sind nach (1'): 

iX\+ 2Xv^+v^ = 0, 

XH'^ + 2Xvs+Zv^^0. 



(20 



Die beiden Geraden (2) und (2^) sind nach § 8, 6 dieselben und 
haben die Strahlenkoordinaten*): 

Q^i ^ ^^ 9^2 = — 2 A^, ^^3 = X\ 
Qr^^dX\ Qr^=^2X, Qr^-=^- 

Die „Tangente X^^ der Raumkurve, die in Punkt- und Ebenenkoor- 
dinaten durch die Gleichungen (2), bezüglich (2') dargestellt ist und 
deren Strahlenkoordinaten die Werte (3) haben, ist also sowohl die Ver- 



(3) 



1) Cremona, Ann. di mat. 1 (1868), S. 164. 

2) R. Sturm, J. f. Math. 86 (1879), S. 120. 



154 § 26, 6-7 

bindungdinie des Punktes k mü seinem unendlich benachbarten als die 
Schnitäinie der Schmiegungsebene k mit ihrer benachbarten}) 

5. Besiehung der versohiedenen Berührangselemente. Die 

Punkte der Tangente (2) genügen der Gleichung § 24, (29) unab- 
hängig von Aq, die Ebenen der Tangente (2^) ebenso der Gleichung 
§ 24, (29'). Daher folgt, daß die am Schluß von § 24, 8 erwähnten 
Geraden beide in die Tangente fallen. 



Auf der ^yTangente A*' liegen alle 
yyBerührungspunlcte in der Ebene k". 



Durch die ,jTangente k'^ gehen alle 
y,Beriihrungsebenen im Punkte A"« 

Oder etwas anders ausgedrückt: 

In jeder durch die Tangente X Durch jeden auf der Tangente k 



gehenden Ebene liegt außer dem dop- 
pelt zählenden Punkte k nwr noch 



liegenden Punkt geht außer der dop- 
pelt zahlenden Ebene k nur noch 



ein Punkt A^ der Kurve. eine Schmiegungsebene k^. 

6. Dreifache Farameterdarstellung der Baumkurve. iN^eben die 
Parameterdarstellung der Punkte § 24, (22) und Schmiegungsebenen 
§ 24, (22') stellt sich diejenige der Tangenten in (3), sämtlich auf 
das kanonische System bezogen. Führt man die Darstellung (3) mit- 
tels § 24, (23) auf das u/rsprüngliche Koordinatensystem zurück, so folgt: 

Die in Punkt- und Ebenenkoordinaien durch die Gleichungen § 24, 
(1) und (T) dargestellte Raumkurve hat in Linienkoordinaten die Glei- 
chungen: 

(4) ^Ä==«H^'-2a,8A«+a,3A^+3a,,AH 2cc,^k+ a^^^, 

Ä = 1, 2, . . ., 6 (vgl. die dreifache Darstellung der Fläche 2. 0, II § 138, (l); 
§ 148, (2); § 144, (2)). 

7« Der Bang der Baumkurve 3. O. Soll, im kanonischen System 
betrachtet, die Tangente (3) eine gegebene Gerade r^ schneiden, muß 
die Bedingung der vereinigten Lage (I § 59, 8): 

(5) r^V^ -h r.Vg -h rgV« + r.V^ + rgV^ + ^e'^'s = 
oder mit Einsetzung der Werte (3): 

(6) r^n^ - 2r^n^ + (3r/ + r^^)k^ + 2r,U + rg^ = 

erfüllt sein. Hier können nicht alle Eoef&zienten verschwinden, da aus 
rjO= 0, rj^- 0, ^5^= 0, re«= bereits (I § 59, 2) ^^^«0 und da- 



1) Über die Abhängigkeit von vier Tangenten vgl. A. Voß, Math. Ann. 13 
(1878), S. 169; H. Schubert, ebd. 16 (1879), S. 631; R. Sturm, J. f. Math. 86 
(1879), S. ISO. 
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mit aus Sr^^+r^^^O auch r^^^Oy r^=0 folgen würde. Die Be- 
dingung liefert also vier Wurzeln X uad damit vier Tangenten. 

Jede Gerade des Raumes wird von vier Tangenten der Raumhurve 
getroffen; die Baumhu/rve ist vom Range 4:}) 

Ist r^ selbst eine Tangente mit X ^ Xq aus (3), so wird die 
Oleichung (6): 

(7) ' (A-Ao)*-0, 

gibt daher vierfach* zählend die Tangente Ag selbst (vgl. § 26^ 5). 

8. Linearer Komplex der Tangenten. Durch Elimination von 
X^ aus der 1. und 4. Gleichung (3) ergibt sich: 

Die Tangenten der Raumhurve 3. 0, gehören dem linearen Kom- 
plexe an^): 

(8) r,-3r, = 0.») 

Im ursprünglichen Koordinatensystem laufet die Gleichung dieses 
Komplexes nach § 24, (24): 

6 6 



<9) ^*(Au-3A«)^,= oder: ^K«Ft - 3 «*->,= 0*) 

1 1 

(I Anm. 1, III, (11)), wo h den komplementären Index zu h (z. B.Ä« 1, 
Ä = 4) bedeutet. 

9. Quadratischer Eomplex der Tangenten. Weiter folgen aus 
(3) die Gleichungen: 

(10) 4rir,+ 3r3r5«0, r^r^+ Ar^r.^O, 
beide gleichbedeutend, da identisch: 

Die Tangenten der Raumkurve 3, 0. gehören dem quadratischen 
Komplexe an: 

(11) r 1 r^ : rj rg : r 3 re = 3 : - 4 : 1 . 

10. Bezieliung des Komplexes zum Eoordinatentetraeder. Die 
Gerade r^ schneidet (I § 59, (13')) die Koordinatenebenen y^ == 0, 
fc « 1, 2, 3, 4, in den Punkten: 



1) A. Cayley, J. de math. (1) 10 (1845), S. 250. 

2) V. Stau dt, Beitr. (1860), S. 314. 

3) R. Sturm, J. f. Math. 86 (1879), S. 123. 

4) J. Tannery, Bull. sc. math. 11 (1876), S. 186. 
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Aus der Punktreihe des 1. und 4. Punktes (I § 58, (20)): 

gehen die beiden mittleren für A = rg, ft = — r^] ^ "^ ^sy f* == ^2 ^^^~ 
vor. Daher folgt (I § 58, (19')): 

Das Doppdverhälinis der Schnittpunkte 1, 2, 3, 4 der Geraden r^ 
mit den vier Seitenflächen, des Koordinatentetraeders ist: 

Diejenigen Geraden, welche das Tetraeder unier konstantem Doppel- 
Verhältnis d schneiden^ bilden daher den ^,tetraedralen^^ Komplex: 

(13) ^in:^2n:^8^6=*— 1 :—*:!. 

Der Komplex (11) ist daher ein tetraedraier und entspricht dem 
Werte 8 = 4.^) 

11. Die Tangentenfläohe. Aus (2) und (2') folgt mit den § 24,. 
(33), (33') eingeführten Abkürzungen: 

und durch Elimination von k ergibt sich: 

Die Tangentenfläche der BaumJcurve 3. 0. hat in Punkt- und Ehe- 
nenkoordinäten die Gleichungen 4. Grades^: 

(14) p«-4/'Ä-0; (14') G«-4i^fi'=0. 

Der ersteren genügen alle Punkte y^^, die auf einer Tangente liegen, der 
letzteren alle Ebenen Vj^j die durch eine Tangente gehen. 
Daraus «folgt mit Bücksicht auf § 24, 8: 



Auf einer beliebigen Geraden lie- 
gen vier Berührungspunkte. 



Durch eine beliebige Gerade gehen 
vier Berührungseibenen}) 



12. Sohnittkurve von Tangentenfläche und Schmiegungsebene. 

Vermöge der Gleichung: 

(15) y, - 3Ay2 + Sk'y, - X'y^^ 
besteht unter Elimination von y^ die Identität: 

(16) X'(g*- Afg) - (y,- 2Xy^+ X'y,)\y,'- 3A V+ ^i-^V^Vi- ^Xy.y.l 

1) Lindemann, Vorles. Geom. Raum (1891), S. 242; 288. 

2) M. Chasleg, Aper9u hißt. (1837), S. 406 (Note 33, (14)); Cremona, Ann. 
di mat. 1 (1868), S. 164; H. A. Schwarz, J. f. Math. 64 (1866), S. 3; ß. Sturm, 
Liniengeom. 1 (1892), S. 55. 

3) Chasles, J. de math. (2) 2 (1867), S. 404 (Nr. 88); H. Schröter, J. f. 
Math. 56 (1869), S. 33. 
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«benso vermöge der Gleichung: 

{15') k\ + k^v^ + Avj + t;^ = 

unter Elimination vod y^ die Identität: 

{16') l\G^-4FB^^3{X\+2Xv^+Sv,)\3vJ-l\'+U\v^+2kv^v^). 
Daraus folgt mit Rücksicht auf (2), (2'): 



Die SchniUkurve der Tangenten- 
fläche (14) mit der Schmiegungs- 
ebene (15) zerfällt in die doppelt 
zählende Tangente X und den Kegel- 
^nitt^), der durch die Gleichung:^) 



{17) y,«-3AV+4X«y3yi 

in Verbindung mit der Gleichung 
(15) dargestellt wird. 



Die durch den Kurvenpunkt (15') 
gehenden Ebenen der Tangenten fläche 
(14') umhiiUen die doppelt zählende 
Tangente X und den Kegel 2. Klasse, 
der durch die Gleichung: 

(17') Sv^^-X\^+U\v^ 

+ 2Xv^v^^0 

in Verbindung mit der Gleichung 
(15') dargestellt wird. 



§ 26. Sehnen und Achsen. 

1. Bestinmmng der Sehne durch einen Funkt des Baumes. 

Soll die Sehne § 25, (1) durch einen Punkt t// des Raumes gehen 
oder die Achse § 26, (1') in einer Ebene t?^® liegen, müssen die Be- 
dingungen erfüllt sein: 



<i) 






ao 



3 Aj i,»!« + (l, + A,)»,« + V - 0, 
, Ai^jV + (Ai + A,)V + 3V = 0. 

Ans diesen Gleichnngen folgen aber, mit Benutznng der Abkürzungen 
I 24, (33); (33'), für l^ + A, und l^X, die Bedingungen: 

(2) 1 : — (Ai + Ajj) : Ai A, = /ö : 5r„ : \- 

<2') l:-(Ai + Aj):AiA,-i?'o:(?,:5o, 

wo der Index die Substitution y^ — y^** und v^ = »4° andeutet. Dann 
aber sind Aj, A, die Wurzeln der quadratischen Gleichungen: 

<3) /"oA* + ^0^ + Äo = 0; (3') F,k' + G^l + B, = 0. 



1) H. Schröter, J. f. Math. 66 (1969), S. 28. 

2) Cremona, Ann. di mat. 1 (1868), S. 288. 
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I. Durch einen gegebenen Funkt 
y^ des Baumes geht eine Sehne der 
Bxiumkwrve}) 

n. Die beiden Punkte A^, Xj der 
Kurve, deren Verbindungslinie sie 
ist, bestimmen sich a/us der quadra- 
tischen Gleichung (3). 

Sind sie reell , heißt die Sehne 
eine eigentliche, sonst eine uneigent- 
liche. 



r. In einer gegebenen Ebene Vj^^ 
des Baumes liegt eine Achse der 
Baumkurve}) 

ir. Die beiden Schmiegungsebenen 
^1, ^2 der Kurve, deren Schnittlinie 
sie ist, bestimmen sich aus der qua- 
dratischen Gleichung (3'). 

Sind sie reell, heißt die Achse 
eine eigentliche, sonst eine uneigent- 
liche. 



Nach dem Satze I hat die Raumkurve 3. 0. für jeden Augen- 
punkt im allgemeinen einen scheinbaren Doppelpunkt?) 

2. Besondere Fälle. Die Gleichung (2) oder (2') hat eine Doppel- 
wurzel, wenn der Punkt y/ oder die Ebene v^® der Tangentenfläche 
§ 25, (14) oder (14') angehört. 

Die Gleichung (2) oder (2') wird identisch in k erfüllt, wenn der 
Punkt y/ oder die Ebene V der Kurve § 24, (33) oder (33') selbst 
angehört (s. nachher unter 11). 

3. Gleichungen der Sehne durch einen Funkt. Durch Einsetzen 
der Werte (2) in die Gleichungen § 25, (1) und der Werte (2') in 
die Gleichungen § 25, (1') geht hervor: 

Die Gleichungen der durch einen gegebenen Punkt y^ gehenden 
Sehne in PunMkoordinaten, bezüglich der in einer gegebenen Ebene Vj^ 
liegenden Achse in Ebenenkoordinaten, lauten: 



(4) 









(4') 



[^F^v^^G^v,+ H^v,^0, 



4. Anzahl der Sehnen in einer Ebene. Da in jeder Ebene des 
Raumes drei Punkte ^, ^^ ^q der Raumkurve liegen, so enthält die 
Ebene auch drei Sehnen X^k^, AgA^ und k^X^i 



In jeder Ebene des Baumes liegen 
drei Sehnen, 



Durch jeden Punkt des Baumes 
gehen drei Achsen. 

Die Sehnenkongruenz der Raumkurve 3. 0. ist von der 1. 0. und 
3. Klasse, die Achsenkongruenz von der 1. Klasse und 3. 0.^) 



1) A. Cayley, J. de math. (1) 10 (1845), S. 250; Cremona, Ann. di 
mat. 2 (1859), S. 25. 

2) H. Schröter, J. f. Math. 66 (1859), S. 43. 

3) Reye, Geom. d. Lage 2 (1892), S. 191; G. Halphen, Bull. soc. math. 
1 (1876), S. 114; R. Sturm, Hamburg. Mitteil. 2 (1889), S. 61. 
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5. FarameterdarsteUmig der Sehnenkongruenz. Mit den Ab- 
kürzungen: 

(5) X^ + X^^^, X^X^^v 

ergibt sich aus den Gleichungen § 25, (1) und (1') (I § 59, 1): 

Die Achsenkoordinaten s^ der Sehne X^X^ und die StrählenJcoordi" 
naten r^ der Achse X^x X^ hängen von zwei unabhängigen Parametern 
[i und V in der Weise db:^) 



QS^ - ^2 — V, QS^ = V 



(6) |p52 = /I, QS^ /ttv (6') 

«3 = 1, QS^-^V^ 



(l* — V 



Q^i ^-y QU ^ 3t/, 



3 

,rj = — iiv, Qr^ = fi, 

QU == ^S QU - 1- 

Um die Formeln auch auf die Werte oo von X^ oder X^ anzu- 
wenden, setzt man m (6), (6') die Werte (5) ein, schreibt X^ipL^, 
X^ : ^2 ^ ^f ^9 ^^^ multipliziert die rechten Seiten mit fi^^^^'^, sodaß: 

(6") QS^ « liVs* + ^^i(^ilh + ^aViS e«2 == (^l/^2 + ^/^)f*i^» 

Man hat dann z. B. für X^ =»1, (i^ = 0; A, =« 0, ft^ = 1 die Werte 
1, 0, 0, 0, 0, der Achsenkoordinaten der Sehne JjeT^. 

Die Gleichung § 25, (6) wird für eine Sehne r^^^ =» ft, v mit Rück- 
gang auf die Werte (5): 

A* - 3/iA» + (2v + fi^)X^ - 2tivX + 1/2 = (A - X^)\X - X^y = 0. 

Eine Sehne wird also nur von den beiden Tangenten ihrer Endpunkte 
getroffen. 

6, Quadratische Komplexe der Sehnen. Durch Elimination von 
fi,v gehen aus (6) und (6') die Gleichungen je dreier quadratischer 
Komplexe hervor, denen die Sehnen, bemglich die Achsen angehören: 

(7) Ä2S4 + «8^6 = 0, 52Ä6 + «4«B=0, «356-^4^ = 0; 

(7') ur^ + ^ur.'^O, ir,r, + r^r, ^ 0, 9r,r,-r^'^0. 

7* Zusammenfall oder Schnitt von Sehne und Achse. Soll eine 
Sehne /t, v in (6) mit einer Achse [i, v in (6') zusammenfallen, so 
muß bis auf einen Faktor r: 



XV = ^^— « — , — xy^>v = — ft'v', xv^ == 1/'^, xiy? — 1/) — 3v', 

r/Lt = fi', r • 1 =* 1. 



1) R. Sturm, J. f. Math. 86 (1879), 8. 120. 
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Da somit r == 1 ist, folgt: ft' = ft, v' == v und dann: 3r = /i^ — i; oder: 
<8) /t« - 4v = (A, - l,y = 0. 

I. Die Tangenten sind die einzigen Geraden, die zugleich Sehnen 
und Achsen sind}) 

Die Sehne X^X^ und die Achse k^ X Ag heißen zusammengekörig, 
weil diese die Schnittlinie der Schmiegungsebenen ist, die zu den End- 
punkten jener gehören. Zusammengehörige Sehnen und Achsen haben 
auch gleiche Parameterwerte ^, v in (6) und (6'). 

Sollen solchergestalt zusammengehörige Sehne und Achse sich 
schneiden, muß: 

also wie in (8) X^ = Ag sein. 

IL Sehne und zugehörige Achse schneiden sich, wenn sie nicht Tan- 
genten sind, niemals. 

8. Gemeinsame Transversale von Sehne und Achse. Wenn eine 
Gerade Tj^ sowohl die Sehne A^Ag als die Achse X^ X Ag schneidet, so 
muß nach (6) und (6'): 

f J?! = {[i^ — v)r^ + ftrg + rg + vr^ — ^vr^ + vVg = 0, 
[ JBg = 3vri + fi.r^ + r^ + ^^-^r^ — [ivr^ + i/V« =- 

sein. Zwischen den linken Seiten dieser Bedingungen besteht aber die 
Identität: 

<10) J?l-^2 = (^^-4l/)(n-^4). 

Für Ai + Ag ist nach (8) ii^-^4v=^0. Daher folgt aus (10): 

I. Eine gemeinsame Transversale einer Sehne A^Ag u/nd der zuge- 
hörigen Achse Ai X Ag gehört dem linearen Komplex (§ 25, (8)) an: 

<11) 3r, -r^ = 0. 

IL Wenn eine dem Komplex (11) angehörige Gerade von Sehne 
A^Ag und zugehöriger Achse A^ x Ag die eine schneidet, so schneidet sie 
■auch die andere. 

9, Hyperboloidische Lage von zwei Sehnen und Achsen. Sind 

AjAg und AgA^ zwei Sehnen, A^ X Ag und Ag X A^ die zugehörigen 
Achsen, so muß jede gemeinsame Transversale der drei Geraden 
^lAg, Aj X Ag, A3A4 nach 8, 1 dem Komplex (11) angehören und dann 
nach 8, II auch A3 X A4 schneiden, also (I § 60, 7): 



1) H. Schröter, Oberflächen 2. 0., Leipzig 1880, S. 274. 
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Zwei Sehnen und die zugehörigen Achsen liegen stets hyperbo- 
ioidisch. 

10. Bealitätsbeziehang von Sehne und Sohmiegungsebene. Die 

Oleichungen zweier Punkte oder Schmiegungsebenen A^ und X^ der 
Kurve § 24, (22), (22') lauten: 

^\ + h^^i + ^^8 + v* == 0; 
J7, = y, - 3A,y, + S^'y« - Vy4 =- 0, 
• Vi - 3A,y, + 3A,»y, - Vy* == 0> 

und danach die Gleichung irgendeines Punktes P der Sehne X^X^ oder 
einer Ebene 77 der Achse A^ X A^ mit einem Parameter t: 

(13) P = Pi-^P, = 0; (13') 77-77i-^7T2-0. 

Um die drei durch P gehenden Schmiegungsebenen (§ 24, 2) oder die 
drei in 77 liegenden Eurvenpunkte zu bestimmen, setzt man in (13) 
die Werte § 24, (22') oder in (13') die Werte § 24, (22) ein. In 
beiden Fällen erhält man die in A kubische Gleichung: 

(14) (A - Aj» - t{x - x^y « 

und daraus: 



0^) j^; 



8 ,- 



Liegt in einer Ebene des Baumes 
eine eigentliche AchsCj so liegt in der 
Ebene war ein reeller Kurvenpimkt. 



(15) 'jFr^Vi-, i = ^^^'- 

Da die 3. Wurzel aus einem reellen t einen reellen und zwei kom- 
plexe Werte hat, folgt bei reell vorausgesetzten A^ und A^: 

GM du/rch einen Punkt des Bau- 
mes eine eigentliche Sehne, so geht 
durch ihn nur eine reelle Schmie- 
gungsebene}) 

oder auch umgekehrt ausgedrückt: 

Gehen durch einen Punkt drei Liegen in einer Ebene drei reelle 
reeUe Schmiegungsebenen, so geht ; Kurvenpunkte, so enthält sie keine 
du/rch ihn keine eigentliche Sehne. , eigentliche Achse. 

Wenn daher eine Sehne und eine Achse sich schneiden, so ist die 
eine eigentlich, die andere uneigentlich.*) 

1) Joachimsthal, J. f. Math. 56 (1859), S. 45; v. Staudt, Beitr. (1856), 
8. 381; Cremona, Ann. di mat. 2 (4859), S. 25. 

2) H. Schröter, Oberflächen 2. 0., Leipzig 1880, S. 292; St. Jolles, J. f. 
Math. 180 (1906), S. 274. 

Stande: Kubische Kegelschnitte 11 
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§ 26, 11-12 



11. Sehnenkegel und AchsenkegeLschnitt. Durch einen Punkt l 
der Eaumkurve 3. 0. geben nach 2 unendlich viele Sehnen^ die ihn 
mit allen übrigen Punkten Aq der Kurve verbinden und daher einen 
Kegd bilden. In einer Schmiegungsebene l liegen ebenso unendlich 
viele Achsen, in denen sie von allen übrigen Schmiegungsebenen k 
geschnitten wird; sie umhüUen eine ebene Kurve. 

Man erhält die Gleichung des Kegels und der Kurve, indem man 
aus den Gleichungen der Sehne AAq und der Achse Xx X^ (§25,(1); (1'))- 

Ao(3X«i + »,) + {Iv, + V,) = 0, 
AoC^v, + »,) + (At)s + 3»J = 0; 



(16) 



(16') 



Aq eliminiert: 

(17) (yi - Xy,){y, - AyJ - (y, - Xy,y = 0; 

(170 (S^^i + ^2)(^«^3 + 3t;,) - {Xv, + v,f = 0, 

oder mit den in § 24, (33), (33') eingeführten Abkürzungen: 

(18) AY+A^ + Ä«0; (18') X^F+XG + H^O. 

Da beide Gleichungen vom 2. Grade sind, so folgt: 

Die in einer Schmiegungsebene X 



Die durch den Punkt X der Eaum- 
Jcurve gehenden Sehnen hüden Kegel 
2. 0., den SehnenJcegel X in (18).^) 



liegenden Achsen umhüllen einen 
Kegelschnitt, den AchsenTcegdschniU 
X in (18').2) 



12. Duale Gleichungen von Sehnenkegel und Achsenkegel- 
sohnitt. Geordnet geben die Gleichungen (17) und (17^: 

(19) 2y,« + 2AV - 2Ay,y3 - 2y,y^ + 2Xy,y^ - 2X'y,y, = 0; 

(190 2^2^ + 2t?8^ + 2Xv^v^ - 6X\v^ - ISAt^^t;, - 6v^v^ = 0. 

Der in Ebenenkoordinaten als Fläche 2. Klasse dargestellte Kegdschnitl 
(190 wird in PunJctkoordinaten durch ^wei Gleichungen dargestellt, die 
Gleichung seiner Ebene, der Schmiegungsebene X, und die Gleichung 
eines Kegels, der etwa von der Spitze J, über ihm errichtet ist. Jene 
ist die'Gleichung § 24, (30), diese aber lautet (II § 143, (12)): 

«11^1^ + «22y2' + öfggyj^ + 2a^^y^y^ + 20^31^5^1 + 2a^^y,y^ - 0, 



1) Fr. Seydewitz, Arch. Math. Phys. 10 (1847), S. 207. 

2) H. Schröter, J. f. Math. 66 (1869), S. 29. 
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falls die a^^ die Determinanten 2. Grades aus den Koeffizienten: 

bedeuten. Danach ist: 

«11 = 3^^, «22« — 9 A*, «88 = 0, «88 = 0, «3i = 6A*, «i^ = — 3A^ 

Der ÄchsenkegelschniU A m (19') Äa^ iw PunktkoordincUen die bev- 
den Gleichungen: 

yi ~ SAy^ + 3A2y3 - AV4 = 0, 

yi' - 3A V + 4A«y3yi - 2Ay,y2 « 0. 

Entsprechend ergibt sich für den Kegel (19): 

Der Sehnenkegel A in (19) Äa^ in Ebenenkoordinaten die beiden 
Gleichungen: 

A«t?i + A«!;^ + At;« + v^ = 0, 



(20') 



(20) 



13. Beziehung von AchsenkegeLsclinitt und Tangentenfläche. 
Sieht man daher Yon den in § 2b, 12 auftretenden doppelt zählenden 
Tangenten ab, so folgt: 



Der Achsenkegdschnitt in der 
Schmiegungsebene A ist zugleich die 
Durchschnittskurve der Schmiegungs- 
ebene mit der Tangentenfläche,^) 



Der Sehnenkegel des Kurven- 
Punktes A wird umhüllt von den durch 
diesen Funkt gehenden Ebenen der 
Tangentenfläche. 



14. Beziehung von Tangente und Schmiegungsebene zum 
Sehnenkegel. Dem Sehnenkegel A in (17) gehört die Tangente A an, 
da aus den Gleichungen (16) auch für Aq = A die Gleichung (17) folgt. 

Die Tangentialebene des Sehnenkegels A in irgendeinem seiner 
Punkte y/ hat nach (19) die Gleichung: 

(21) - (y,» - ky,^)y, + (2y,o - Ay,« - i?y,^)y, - (y,« + Ay,» -2k*y,^)y, 

+ Hy,' - ly,'>)y, = 0. 

Ist nun y^® ein Punkt der Tangente A, die, wie bemerkt, dem Sehnen- 
kegel A angehört, so ist nach § 25, (2): 

(22) V = 3AV-2XV, y»* = 2Ay,« - AV, 
und damit wird aus (21): 

(23) (yjO - ly,o)(y, - SXy, + SA't/, - A»yJ = 0, 
also nach § 24, (30) die Gleichung der Schmiegungsebene. 

1) Möbius, Werke 1,S. 122 (1827). 

11* 
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Die Tangentialebene des ,ßehnenlcegels A*' längs der auf ihm liegen- 
den ,yTangente A" ist die „Schmiegungseibene k^'. ^) 

Der duale Satz lautet: 

Die in der yjSchmiegungsebene X" liegende „Tangente A" berührt den 
yjAchsenkegdschnitt A" im „Punkte X^^ der Baumkurve, 

§ 27. Treff- und StreicUinien. 

1. Begriff der Treff- und Streichlinien« Eine Gerade im Räume 
heißt eine Treff linie^) (ünisekante, Transversale), wenn sie wenigstens 
einen Punkt der Raumkurve enthält; eine Streichlinie (Uniplanare, Linie 
in einer Ebene), wenn wenigstens eine Schmiegungsebene durch sie hin- 
durchgeht. 

Die Trefflinien zerfallen in Trefflinien im engeren Sinne^ die nur 
einen Punkt mit der Raumkurve gemein haben^ und Sehnen (§25, 2); 
die Streichlinien ebenso in Streichlinien im engeren Sinne und Achsen 
(§ 26, 2). 

2. Der Komplex der Trefflinien. Soll eine Gerade mit den Achsen- 
koordinaten Sf^ durch den Kur^enpunkt § 24, (22) gehen, oder eine 
Gerade mit den Strahlenkoordinaten r^ in der Schmiegungsebene § 24, 
(22') liegen, so müssen die Bedingungen erfüllt sein (I § 59, (9); (11)): 

(1) s^k^—s^k + s^^O, s^X-s^k^ + s^^O, s^X^ — s^X^ + s^^O, 

«4^» + «5^ + 58 = 0; 

(!') 3r3 + 3r2X + r,A« = 0, ir^X^ ^r^^r^X^^^Q, r. + 'dr.X-r^X^^O, 

r^-^r^X + ^r^X^^O, 
Aus der ersten und vierten Gleichung folgt jedesmal: 
\^) ^ : A : 1 = s^s^ S4S5 : s^ 5355 'S^s^ + ^2^4? 

(2') l:X:X^^9r^r, + ^r^r,:r,^ -9r,r,: - Qrjr^ ~ Sr^r, 

und danach unter Elimination von X bezüglich: 

{s^ - s^s^y + (sg^e + 5^55) (53S5 + s^s^ = 0; 
(^/- 9^s^6)'+ (9^2^6 + ^Ur,){9r,r^ + Sr^rJ = 0. 
Hiervon die Identitäten (I § 59, (5)): 

«8^6(^i«4 + hh + h^d =" 0; 81r3rß(rir4 -^ r^r^ + r^r^) =- 

abgezogen und den nicht identisch verschwindenden Faktor s^ oder r^ 
weggehoben, gibt den Satz: 

1) Fr. Seydewitz, Arch. Math. Phys. 10 (1847), S. 208. 

2) Lindemann, Yorles. Geom. Raum (1891) S. 243. 
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Alle Trefflinim und alle Streichlinien der Baumkurve § 24, (22); 
(22') bilden je einen Komplex 3, Grades mit der Gleichung:^) 

(3) s^ + Sj^Sß + «ß^Sj + s^s^s^ — s^s^s^ - 2^3 V6 ^ 0; 

(30 r,» + 27r,Ve + 27r5V3 + 9r^r^r, ^ ilr^r^r, - ISrjr.re = 0. 

3, Eomplezkegel und Eomplezkurve. Die durch eineu Punkt P 
des Baumes gehenden Trefflinien bilden den Komplexkegel des Punktes 
P, einen Kegel 3. 0. (I § 72, 12). Die durch P gehende Sehne 
(§ 26, 1) bildet einen Doppelstrahl des Kegels. 

Die in einer Ebene 77 des Raumes liegenden Trefilinien bilden 
die Komplexkurve der Ebene 11, eine Kurve 3. Kl. (I § 72, 12), die in 
die drei Strahlbüschel zerfällt, deren Mittel- 
punkte die drei in der Ebene 77 enthaltenen 
Punkte der Raumkurve sind. 

Das dual Entsprechende gilt für den Kom- 
plex der Streichlinien. 

4, nationale Farameterdarstellung des 
Komplezkegels. Führt man bei fest bleibenden Jt 
Ecken J^, J^, J^ an Stelle von J^ einen andern 
Punkt e/^' =« 1// als Ecke des Koordinatente- 
traeders ein (Fig. 49), so bestehen zwischen ^*»- *^- 

alten y^ und neuen Koordinaten e^ die Gleichungen (I § 63, (25)): 



•'4'iik 




(4) 
(5) 



y^ii-y^Vi-yiVi, y^^'!%='y^yi-yiy*' yi»i=yiyi-yiyi,, 

yi^^i = y«- 

I. Die Parameterdarstellung % 24, (2v;) wird daher im neuen System: 

Da aber allen Punkten einer durch J^' gehenden Geraden die- 
selben Verhältnisse ^^ii^^'^d} zugleich die Koordinaten des Strahles im 
Bündel, zukommen (I § 57, 15), so folgt: 

IL Die Parameterdarstellung des vom Punkte y/ über der Raum- 
kurve errichteten Kegels 3. 0, lautet in laufenden Koordinaten 0^, z^y z^ 
des Strahles im Bündel: 

(7) ((z, = y^n^-y^% Ol, = y,n* - y,", tf^, = y/A - y,". 

In entsprechender Weise wird die in einer Ebene v^^^ liegende 
Komplexkurve 3. Kl. des Komplexes der Streichlinien rational dargestellt. 



1) Lindemann, ebd. S. 244; 248. 
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5. Übergang auf den Sehnenkegel. Ist y^ ein Punkt X^ der 
Raumkunre selbst^ so wird aus (7) nach § 24, (22): 

Dem Parameterwerte X^X^j für den z^:z^:z^ unbestimmt wird, ent- 
spricht das Bündel aller durch den Punkt X^ gehenden Strahlen, die 
sämtlich Treffgerade sind. Dagegen bedeutet: 

(6) <sz^ =- A* + X^X + X^\ 6Z^ = X + Ao, 6Z^ = 1 

den Seh/nenkegel 2. 0, des Ftmktes Xq. In der Tat folgt aus (9) durch 
Elimination von 6 und X: 

(10) z^'^ — z^z^ — XqZ^z^ + X^^z^^ « 

und diese Gleichung geht vermittels (5) in die mit A » Ag gebildete 
Gleichung § 26, (19) über. 

6. SohmiegungBstralilen. Eine Gerade, die sowohl mit dem Punkte 
X der Kurve, als mit der zugehörigen Schmiegungsebene X vereinigt 
liegt, heißt ein Schmiegungsstrahl^) 

I. Er ist gleichzeitig Treff- und Streichlinie. Umgekehrt ist jede Ge- 
rade, die Treff' und Streichlinie zugleich ist, ein SchmiegungsstraM, Denn 
als Trefflinie enthält sie einen Eurvenpunkt X' und als Streichlinie 
liegt sie in einer Schmiegungsebene A; diese aber enthält keinen andern 
Kurvenpunkt als ihren Schmiegungspunkt X, daher muß X' =^ X sein. 
Die Linienkoordinaten eines Schmiegungsstrahles genügen daher, bei 
gleichem X, beiden Systemen (1) und (1'). Die erste Gleichung (1) 
lautet aber, aus Achsenkoordinaten 5^ in Strahlenkoordinaten r^ über- 
tragen (I § 59, (7)): 

r,X'-r,X + r, = 

nnd gibt, mit der vierten (1') kombiniert: 

(11) 3ri-r, = 

n. Alle Schmiegungsstrahlen gehören dem linearen Komplex 
§ 25, (8) an}) 

7. Das Strahlbündel an einem Eurvenpunkte. Der Punkt X^ 
der Baumkurve ist nach § 24, (22) der Schnittpunkt der drei Ebenen: 

(12) yi- ^0^2 = 0, 2/2-^0^8 = 0, 1/8 - ^0^4 = 0- 



1) Reye, G. d. L. 2 (4. Aufl. 1907), S. 175. H. Schubert, Kalkül d. ab- 
zähl. Geom. (1879), S. 168. 

2) R. Sturm, J. f. Math. 86 (1879), S 128; Math. Ann. 26 (1886), S. 488. — 
Reye, G. d. L. 2 (4. Aufl. 1907), S. 177. 
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I. Daher stdU, hei laufenden Parametern qiöiXj die Proportion 

(I§53, (6)): 

(13) yi — Aoygrya - ^t^y^iy^^ - l^y^ ^Qi6it 

die Strahlen des Bündels am PunMe Xq dar, 

Soll die Gerade (13) eine Sehne sein^ muB sie außer Xq noch einen 
Punkt A der Eurre § 2i, (22) enthalten, so daß: 

A* — Aq A^ X' — Aq X : A — Ao « A* : A : 1 = 9 : tf : r. 

Die Parameter müssen also die Bedingung erfüllen: 

(14) ^r - <y« = 0. 

Umgekehrt; wenn die Bedingung (14) erfüllt ist, kann man: 

(15) (>:<? = (y:r — A 
setzen und erhält aus (13): 

(16) yi - ^oVi-yi — ^yti-y» - hy^^^^^^-^'h 

woraus die Gleichungen der Sehne AqA in § 2ö, (1) folgen. 

II. Die Gerade (13) ist eine Trefflinie im engeren Sinne, die nur 
einen Punkt Aq mit der Raumkurve gemein hat, wenn: 

(17) Qr — ö* + 0, 

dagegen eine Sehne AqA unter der Bedingung (14) mit dem Werte (15) 
i)on A. 

Die Gerade (13) liegt in der durch die Gleichung (§ 24, (30)) : 

(yi - ^02^«) - 2Ao(y2 - Aoya) + Ao^(y8 - AoyJ = 0, 

dargestellten Schmiegungsehene A^, wenn die Parameter der Bedingung 
genügen: 

(18) Q -- 2k^6 + Ao^r = 0. 

ni. Die Gerade (13) ist ein SchmiegungsstraM unter der Bedingung 
(18). Gleichzeitig bestehen die Bedingungen (15) und (18) nur für die 
Tangente mit A « A^. 

§ 28. Schmiegniigstetraeder. 

1. Beziehung der kanonisohen Koordinaten zur Kurve. Jede 
Baumkurve 3. 0. kann nach § 24, 5 bei Einführung kanonischer Ko- 
ordinaten in der Form § 24, (22), (22') dargestellt werden, die bei ho- 
mogener Schreibweise des Parameters A, mit A : ii für A, und mit Unter- 
drückung der Faktoren q und 6 lauten: 

0) yi==^^ y2 = ^V, y8 = V; ^4 = /^^ 

(r) Vi -^ fi^, v, =- — 3 A/i^, «3 =- 3 A V, ^4 = — ^^' 
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Das hierbei benutzte Eoordinatentetraeder hat eine besondere Lage 
gegen die Raumknrve. 

Die Eurvenpunkte iL == 0, ^ = 1 und A = 1, ju- = sind nach (1) 
die Ecken J^ und J^, die Schmiegungsebenen i = 0, ^ = 1 und A = 1^ 
/t = die Seitenebenen Ij und 1^ des Tetraeders (I § 57, (16), (16')). 

Da femer nach (1) in der Ebene ^2 "^ ^ ^^® Kurvenpunkte A=«0^ 
X == 0, ft = (§24, 6), in der Ebene y^^O die Kurvenpunkte iL = 0^ 
/t « 0, /t =» liegen, und nach (1') durch die Ecke v^^O die Schmie- 
gungsebenen A « 0, fi = 0, ft = 0, durch die Ecke Vj = die Schmie- 
gungsebenen X ^Oy A = 0, ft»0 gehen, so folgt mit Rücksicht auf 
§ 24, 8: 

Von dem kanonischen KoordincUentetraeder sind die Eckpunkte J^ und 
J^ zwei Funkte der Baumkurve und die Seitenebenen 1^ und I4 die zu 
ihnen gehörigen Schmiegungsebenen, sind femer die Eckpunkte J^ und J^ 
diejenigen Berührungspunkte in den Schmiegungsebenen 1^ und I4, die be- 
züglich in I4 und 1^ liegen, und sind die Seitenebenen 1^ und Ig diejenigen 
Berührungsebenen in den Punkten J^ und J^, die bezüglich durch J^ und 
J4 gehen. 

Bezeichnen wir also die Eckpunkte kurz durch die nicht homo- 
genen Parameter der drei durch sie gehenden Schmiegungsebenen und 
die Seitenebenen durch die Parameter der drei in ihnen liegenden 
Kurvenpunkte (§ 24, 2), so ist: 

I Jj = 00, 00, 00; J^ = 00, 00, 0; Jj = 00, 0, 0; «7*4 = 0, 0, 0; 
^ "^ 1 li = 0, 0, 0; Ig = 0, 0, 00; Ig = 0, 00 cx>; I4 = cx), 00, oo» 

Wir nennen ein solches Tetraeder ein Schmiegungstetraeder der Baum- 
kurve}) 

Bat also die Parameterdarstellung der Baumkurve in einem Koordi- 
noitentetraeder die Form (1), (1'), so ist dieses ein Schmiegungstetraeder^ 

2. Bestinmiung eines Schmiegungstetraeders durch swei Para- 
meter. Ein Schmiegungstetraeder ist allgemein durch zwei Kurven- 
punkte oder zwei Schmiegungsebenen oder, wenn wir beides zusam- 
menfassen, durch zwei von einander verschiedene Parameterwerte a und 
ß bestimmt. Alsdann sind die Ecken Pj^ und Seitenebenen Ilj^ inL 
Sinne von (2): 

jPi = ftft/3; P,=^ß,ß,a', P3 = /3, «, «; P, = a, 0:, «; 
liZi = «, a, a; H^ = a, a, /3; iZg « a, ß, ß] 77^« ß, ß, ß. 



1) H. Schröter, Math. Ann. 25 (1885), S. 294. 



(4){ 
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I. Es sind also P^ und P^ zwei leliebige Punkte der Kurve, 11^ 
und n^ ihre Schmiegungsebenen und 17^ und i7g diejenigen Berührungs^ 
ebenen in P^ und P^, die iezüglich durch P^ und P^ gehen. 

Dann entsprechen auch die Punkte P, und P^ den Angaben (3). 
In der Tat sind die Gleichungen der vier Ebenen 11^, 11^, II^j 11^ 
nach § 24, (30), (29): 

yt-(a+2ß)y,+ß{2a+ß)y,^aß'y,^0,y,^dßy,+ 3ß'y,^ß'y,=^0. 

Die vier Ebenen bilden stets ein wirkliches Tetraeder, da die Deter- 
minante der Koeffizienten (a — ßy ist. Die Koordinaten der Punkte 

(3) sind ebenso nach § 24, (30'), (29'): 

(5) P, = ^«, /8^/S, 1; P, = 3«/J^l3(2« + ^), a + 2ft3., 
P3 = 3a»/3, a(a + 2/3), 2a + ft 3; P^ = «», a^ a, 1. 

Diese Koordinaten von Pj und P, genügen aber je den Gleichungen 
der drei ungleichnamigen Ebenen (4). 

IL Bei heliebigen Werten von a und /3, a =|= /5, bilden die Ebenen- 

(4) und die Punkte (5) ein Schmiegungstetraeder. 

3. Einführung eines Schmiegungstetraeders als Koordinaten* 
tetraeder. Um von dem Koordinaten -Tetraeder der Darstellung (1) 
auf das der Ebenen (4) überzugehen, dienen die Transformationsformeln ^): 

^i = (/3-y)Myi-3«y, + 3a»y3-a»j/J, 

^2-{ß-r)\<^-?)[yi-(2a + ß)y, + a{a + 2ß)y,-a'ßy,], 

^B-{ß-y)(^-yy{yi-(cc + 2ß)y, + ß{2a + ß)y,-aß'y,}, 

U, = (a-y)«{y,-3^y, + 3/3^y3-/3»y,}, 

wo Zi^ die neuen Punktkoordinaten und y ein Wert des Parmeters X. 
ist, durch den der Einheitspunkt der neuen Koordinaten bestimmt 
werden soll (I § 57, 9). 

Setzt man in (6) die Werte § 24, (22) der y^ ein, so erhält man: 

Q^i-iß- rm - «)*, Q^» "(ß- y)\<>^ - y)a - ocfix - ß), 

\gz,-{ß-r)ia- y)\X - a)(A - ßf, q,, = (« - y)»(X - ßy, 
oder mit dem neuen Parameter: 

(ß - 7) (1 - cc) 



(6) 



(7) 



(8) r = 



(a-y)(X-p) 



und mit anderem q: 

(9) QZi='i.">, pjäTg^A'», QJls'='l', P^4=l. 

1) Cremona, Ann. di mat. 1 (2868), S. 289. 
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§ 28, S—ö 



Tangente in J^ u. lg 



I. In jedem dwrch irgend zwei getrennte Punkte X = a und l^ß 
der Kurve bestimmten Schmiegungstetraeder kann die Pa/rameterdar- 
stdlung in die kanonische Form gebracht werden.^) 

IL Den Werten X ^ a, ß, y des alten Parameters entsprechen nach 
(8) die Werte A' = 0, oo, 1 des neuen, 

4. Die Kanten des Schmiegongstetraeders. Die Kante e^^e/^ in 
dem Schmiegungstetraeder unter 1 ist als Verbindungslinie zweier 

Eur^enpunkte J^ und J^ eine Sehne 
f * (Fig. 50) und die Kante J^J^ als Schnitt- 
linie der zugehörigen Schmiegungs- 
ebenen 1^ und 1^ die zugehörige Achse 
(§ 26, 7). Die Kante J^J^ ist, als 
Schnittlinie zweier Berührungsebenen 
im Punkte J^, nämlich der Schmie- 
gungsebene 1^ und der Tangential- 
ebene I3, Dach § 25, 5 Tangente in J^ und 
in 1^. Ebenso ist J^J^y als Schnittlinie der 




Fig. 60. 



Schmiegungsebene 1^ und der Tangentialebene Ig in J^ Tangente in 
J^ und in 1^. Die Kante J^J^ ist Trefflinie in J^ und Streichlinie 
in 1^, also nach § 27, 6 Schmiegungsstrahl; ebenso die Kante J^J^y 
die durch J^ geht und in 1^ liegt. 

In einem Schmiegungstetraeder J^J^J^J^^ (^W- ^^) ^^^^ ^^ Gegen- 
kanten J1J4 und «TgJj zusammengehörige Sehne und Achse, die Gegen- 
kanten J^J^ und J^J^ Tangenten und die Gegenkanten J^J^ und J^J^ 
Schmiegun^sstraMen. ^) 

5« Sehne in vereinigter Lage mit zwei Kanten. Die beiden 
Kanten eT^ J3 und J^J^ die Schmiegungsstrahlen sind, haben (I § 59, 
(21')) die Achsenkoordinaten 0, 0, 0, 0, 1, und 0, 1, 0, 0, 0, 0. Die 
Bedingung, daß eine Gerade Sj^ eine solche Kante schneidet, ist daher 
bezüglich: 



»2 



= 0; 



S5 = 0. 



SoU eine Sehne Sj^ =■ Ai*, Aj oder mit homogener Bezeichnung des 
Parameters s^=^ A^, ft^; l^, ft^ ®i^® solche Kante schneiden, muß nach 
§ 26, (6") bezüglich: 

(10) ('^ii^2 + ^2^j)l^ii^2 = 0; (Aiftg + '^2^1)^1 ^2 ==0. 

1) Über kollineare Transformationen der Raumkurve 3. 0. in sich vgl. 
B. Sturm, Math. Ann. 26 (1886), S. 489; S. Lie, Transformationsgruppen 3 
(1893), S. 185; F. Klein, Autograf. Hefte, Geom. 1 (1893), S. 391. Über die Bedeu- 
tung des Einheitspunktes vgl. A. Voss, Jahrb. Math. Vereinig. 22 (1913), S. 107. 

2) R. Sturm, Math. Ann. 26 (1886), S. 488. 
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Das gleichzeitige Bestehen dieser Bedingungen erfordert^ wenn wir 
von der Sehne J^J^ik^^O, /tti = 1; ^^h i^*» =* oder A^ = 1, 
/*i = 0; Ag — 0, /[*,=« 1 absehen: 

(11) 1,(1, + k,fi, - 0. 

Entsprechendes gilt für eine Achse k, x ^, also: 

Diejenigen Sehnen X^X, **^^ Achsen k, x A^, welche der Bedingung: 

<12) X, + k,^Q 

genügen, schneiden jede der beiden Kanten J^J, und J^J^ des Schmie- 
gungstetraeders. 

» 

6. Harmonisohe Töilung der Sehnen. Jeder Punkt der Sehne, 
welche entsprechend der Bedingung (12) die beiden Eurv^enpunkte 
iJj =» A und JRj = — A verbindet, hat nach § 24, (22) Koordinaten von 
der Form: 

(13) y, = (1 - x)l\ y, - (1 + r)x\ y, = (1 - t)^, y, - 1 + r, 

WO T der längs der Sehne wechselnde Parameter ist. 

Die Schnittpunkte Q, und Q, der Sehne mit den Kanten J^J, 
^^2 "= ö? ^4 = 0) und J^J^iVi^O^ Vs'^^) entsprechen daher den 
Werten r = — 1 und r = 1, sind also harmonisch zu R^ und iJg. Der 
duale Satz gilt fQr Achsen, also: 

Jede Sehne, welche die beiden Der Winkel der beiden Schmie- 



Xanten J^J, und J^J^ des Schmie- 
gungstetraeders schneidet, wird von 
ihnen harmonisch geteilt^) 



gungsebenen einer solchen Achse, 
welche die beiden Kanten J^J, und 
J^J^^ schneidet, wird von den Ver- 
bindungsebenen der Achse mit diesen 
Kanten harmonisch geteilt 

Diese Sätze gelten nach (9) auch für jedes andere Schmiegungs- 
tetraeder P^P^P^P^, 

7. Ort der Sehnen. Die Gleichungen der Sehnen und Achsen, 
welche den Parameterwerten Ai == A und A, = — A entsprechen, sind 
Bacli § 25, (1), (10: 

<14) yi - l'ys - 0, y, - X*y^ ^ 0; 

<14') 3A««i —«8 = 0, i.\ — Svi = 0. 

Darch Elimination von A» ergibt sich (vgl. § 24, (33), (33')): 



1) L. Cremona, J. f. Math. 68 (1861), S. 147; B. Sturm, Math. Ann. 26 
<1886), S. 488. 
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Die Sehnen, welche die beiden 
Kanten J^J^ und J^J^ schneiden, 
liegen auf der Fläche 2, 0. 

(15) g - y^y« - y^y^ = 0; 



Die Achsen, welche die leiden- 
Kanten J^J^ und J^J^ schneiden^ 
liegen auf der Fläche 2. Kl. 

(15') 6r = Qv^V^ — ^2*^3 ^ 0- 



§ 29. Das Polarsystem der Ranmknrve 3. Ordnung. 

1. Begriff von Folarebene und Fol. Die Raumkurve sei durch 
die Gleichungen § 24, (22); (22') gegeben. 

Die Yerbindungseiene derSchmie- Der Schnittpunkt der Schmiegungs- 
gungspunTde der drei durch einen j ebenen der drei in einer Ebene v^ 
Funkt y^ des Baumes gehenden des Raumes liegenden Ku/rvervpunkte- 
Schmiegungsebenen A^, X^, X^ heißt j X^, X^, X^ heißt der Fol der Ebene v^^ 
die Folarebene des Funktes y^^. \ 

Zwischen y^^ oder Vj^ und X^, X^, X^ bestehen dabei nach § 24^ 
(27'); (27) mit Rücksicht auf § 24, 10, IV die Gleichungen: 

y^Khh-Vi', y,\hh + hK + hh)-^yt^ y^\K + h + h)-^y,\ 

sodaß wiederum aus § 24) (28); (280 folgt: 

Die Gleichung der Folarebene des 
Funktes yj^ lautet in laufenden 
Funktkoordinaten : 

(1) y^'Vi - 3^»"^, + 3y,<>y, 

- J/iV* = 0. 
Die Koordinaten vj' dieser Ebene 
sind daher: 



(2) (.V = y/, Qv," = - Sy,", 

pV = 3y,«, pV yA 



Die Gleichung des Foles der Ebene 
Vj^^ lautet in laufenden Ebenen- 
koordinaten: 

(r) -3v,\ + v,\^v,\ 

+ 3v^% « 0. 

Die Koordinaten y/ dieses Punk- 
tes sind daher: 

(2') 6y,' = - 3 V, ey,» - n 



8 f 



^fVs 







^2'; ^y^" - 3^1'. 



2. Involutorisohe Beziehung. Da aber von den Gleichungen (2) 
und (2') die einen die Auflösungen der andern sind (mit Q6=^3)y, 
so ergibt sich: 

Jede Ebene ist die Folarebene ihres Foles, jeder Funkt der Fol 
seiner Folarebene. 

Je ein Punkt y^^ und eine Ebene v^ des Raumes gehören als Pol 
und Polarebene zusammen und sind, unter Weglassung des Index 0,. 
durch die Gleichungen verbunden: ^ 

1) Cremona, Ann. di mat. 2 (1859), S. 21. 
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<3) Qv^ = y^ Qv^ = - 3^8, Qv^ = 3^2, Qv^ yi; 

<3') 6y^ = - Zv^ öy^ = t?8, ^yg = — t?,, 6y^ = 3t;i. 

3. Vereinigte Lage. Da die Gleichung (1) durch y^ = y^^^ {!') 
durch v^ = t;/ identisch erfüllt wird, gilt der wichtige Satz: 

Pol und Pölarebene liegen stets vereinigt}) 

4. Folarverwandtsehaft der Baumkurve mit sich selbst. Ist 
ifj^ ein Punkt X und Vj^ eine Ebene l der Raumkurve, so geben die 
Formeln (3) und (S') nach § 24, (22); (22'): 

QV^ = 1, QV^ = — 3>l, pvj =- 3A*, pt7^ = — A*5 

^yl=="3A^ ^y2 = 3A^ <yy8 = 3i, (^^4 = 3, 

«odaß wieder nach § 24, (22'); (22) und § 24, 10, IV folgt: 

Die Polarebene eines Punktes der Der Pol einer Schmiegungsebene 
Kurve ist seine Schmiegungsebene.^) ist ihr Schmiegungspunkt}) 

Vermöge (3) gut für die Ausdrücke § 24, (33); (33'), abgesehen 
von den Proportionalitätsfaktoren, die Beziehung: 

<4) f-~F, g = G, h=^K 

Wie die Raumkurve selbst*), sind daher auch die zu ihrer Darstellung 
benutzten Flächen 2. 0. und 2. Kl. in § 24, (33); (33') vermöge (3) 
untereinander polarverwandt. 

5. Folarebenen der Funkte einer Beihe. Die Polarebenen der 
beiden Punkte yf^^ und y<?) sind nach (3) mit Unterdrückung des 
Faktors q: 

und die Polarebene des laufenden Punktes y[^^ + tyf^ ihrer Verbin- 
dungslinie wieder nach (3): 

oder nach (5): 

Vy = t;(^) + tvf\ 

1) Chasles, J. de math. (2) 2 (1857), S. 404 (No. 41); H. Schröter, J. f. 
Math. 56 (1859), S. 39; Cremona, Ann. di mat. 1 (1858), S. 166; 2 (1859), S. 19. 

2) H. Schröter, J. f. Math. 66 (1859), S. 42. 

3) Cremona, Ann. di mat. 1 (1858), S. 165; 2 (1859), S. 20; Reye, 
ZeitBchr. Math. Phys. 13 (1868), S. 521; R. Sturm, Math. Ann. 26 (1886), S. 506. 
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Die Pole aller Ebenen eines 
Büschels bilden eine ihm projektive 
Punktreihe, 



Die Polarebenen aller Punkte 
einer Punktreihe bilden einen ihr 
projektiven Ebenenbüschel, 

6. Besiproke Folaxen. Sind r^ die Strahlenkoordinaten der Ge- 
raden y^^^yf^ und 5'^ die Achsenkoordinaten der Geraden v^"^ x vf\ so 
ist nach (5): 

Si'-=9ri, V^Srg, 5g '-Sr«, s/«r^, V^Sr,, s^'^Sr^, 

oder weDn man die Strahlenkoordinaten r^ von v^^xv^^ einführt und 
wieder einen Proportionalitätsfaktor hinzufügt: 

(6) Qr^^r^, ^r2 = 3r8, gr^'^Sr^, pr/=9ri, gr^'^^Sr^, ()V=3re. 
Hieraus folgt umgekehrt mit q6 ^9: 

(7) 6r^^r^\ (yr^-Sr/, 6r^=-3r^', <J^4 = 9r/, ör^^Sr^^ ör^ = Srß\ 

Nennt man daher „Polare" einer Geraden die Schnittlinie der 
Polarebenen irgend zweier Punkte der Geraden, so ist die Beziehung 
zwischen der Geraden und ihrer Polaren reziprok. 

I. Zwei Gerade sind reziproke Polaren^), wenn jede die Schnittlinie 
der Polarebenen irgend zweier Punkte der anderen oder die Verbindungs- 
linie der Pole irgend zweier Ebenen der andern ist.^ 

IL Zwischen den Strahlenkoordinaten r^ und r^ zweier reziproker 
Pdaren bestehen die Gleichungen (6) und (7). 

7. Sehne und Achse als reziproke Polaren. Die Polarebenen 
zweier Punkte X^ und X^ der Kurve sind nach 4 die Schmiegungs- 
ebenen X^ und X^. Daraus folgt nach 6, I: 

I. Die Sehne s^X^X^ und die zugehörige Achse a = A^ x A3 (§ 26, 7) 
sind reziproke Polaren}) 

In der Tat stehen die beiderseitigen Strahlenkoordinaten § 26, 
(6); (6'): 

>i = v, rj tiv, r, = v», r^ = n,^-v, r^'-fi, r^.^!; 

in der Beziehung (6). 

Die durch einen Punkt y^^ des Raumes gehenden Sehne X^X^ und 
die in einer Ebene des Baumes liegende Achse X^ x X^ bestimmen sich 
nach § 26, (3); (3') aus den Gleichungen: 

(9) fX^+gX + h^O (9') FX'+ GX + E^O. 



(8) 



1) Cremona, Ann. di mat. 2 (1869), S. 20; Nouv. Ann. (2) 1 (1862), S. 294. 

2) H. Schröter, J. f. Math. 56 (1869), S. 42. 

3) R. gturm, Geom. Verw, 8(1909), S. 110. 
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Sind nun y^ und Vj^ Pol und Polarebehe, so sind nach (4) beide Glei- 
chungen identisch (vgl. Fig. 51, S. 197): 

n. Die diM'ch einen Punkt P gehende Sehne s und die in seiner 
Polarebene IT liegende Achse a sind zusammengehörig; die durch die 
Achse gehenden Schmieguf^sebenen gehören zu den Endpunkten der Sehne, 

8. Vereinigte Lage zweier resiproker Polaren. Aus (6) folgt 
die identische Gleichung (I § 59, (5')): 

(10) Q {r^r^ + r^r^ + r^r^ + r^r^ + r^r^' + ^eO -=- (3^ - ^J*- 

Eine Gerade r^ schneidet daher immer dann und nur dann ihre 
reziproke Polare, wenn sie dem linearen Komplex: 

(11) 3r,-r,= 
angehört. Dann aber ist nach (6): 

Qr^^Zr^, prj' = 3rj, Qr^'^'ir^, pr/-3r^, gr^^^r^, pV^-Sr^, 

so daß rj^ und r^' ganz zusammenfallen: 

Eine Gerade fäUt immer dann und nur dann mit ihrer reziproken 
Polaren zusamen, wenn sie dem linearen Komplex (11) angehet Eine 
andere Gerade hat überhaupt keinen Punkt mit ihrer reziproken Po- 
laren gemein. 

Der Komplex (11) enthält nach § 25, 8 auch die Tangenten der 
ßaumkurre, in denen Sehnen und Achsen (7, I) zusammenfallen, die 
also ihre eignen reziproken Polaren sind.^) 

9. Folarbesiehungen im Schmiegungstetraeder. In einem 
Schmiegungstetraeder P^P^P^P^ sind nach § 28, (3) die Ebenen 11^ 
und n^ mit Rücksicht auf 4 die Polarebenen der Ecken P^ und Pj, 
Durch die Ecke Pg gehen nach § 28, (3) die drei Schmiegungsebenen 
ß^ ß^ a] die Polarebene der Ecke ist daher nach 1 die Yerbindungs- 
ebene der Punkte ß, ß^ a, also nach § 28, (3) die Ebene TZj. 

I. In einem Schmiegungstetraeder P^P^P^P^ gehören die Paare 
Pi und n^, P4 und 11^, Pj und TZj, Pj und TJj je einer Ecke' und 
einer Seitenfläche als Pol und Polarebene zusammen. 

Die Kanten J^J^ und JiJ4^ (J^^S- ^^) ^^^^ ^^^ zusammengehörige 
Achse und Sehne nach 7, I reziproke Polaren, die Kanten J^J^ und 
JfiJi als Tangenten ihre eignen reziproken Polaren. Die Polarebenen 
Ig und I4 zweier Punkte J^ und Jj (nach I) der Kante J^J^ gehen 
wieder durch die Kante J^J^ nach der Bezeichnung des Tetraeders. 



1) Schröter, J. f. Math. 66 (1869), S. 42. 
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Diese Kante ist also ihre eigne feziproke Polare, ebenso J^J^. So für 
jedes Schmiegungstetraeder P^P^P^P^. 

IL Die Kanten P^P^ und P^P^, die Sehne und Achse sind, sind 
reziproke Polaren; die übrigen Kanten P^P^ und P^P^^^ die Tangen- 
ten, und P^Pi und ^2^4» ^*^ Schmiegungsstraklen sind, sind je ihre 
-eignen reziproken Polaren (vgl. 8 und § 27, 6 II). 

10. Konjugierte Elemente. Zwei konjugierte Punkte y^^ und 1/^^ 
oder zwei konjugierte Ebenen t?[^) und v^*) sind solche Punkte und 
Ebenen, die durch die Beziehungen: 

<12) yli)j//) - 3j4i)y(^) + 3y(i)y?) - y^)yi^) = O5 

<12') 3v[^)v^) - v^DvW + t;^i)v(«) - 5v^)v(^> =- 

verknüpft sind. Es folgt dann aus (1); (!'): 



Von zwei konjugierten Punkten 
liegt jeder in der Polarebene des 
-andern. 



Von zwei konjugierten Ebenen 
geht jede durch den Pol der a/n-- 
dem. 



Die Gleichung der reziproken Polare r^^ von r^^^ in laufenden 
Strahlenkoordinaten r^^ lautet: 

r(iyr(^) + rfYff) +.r^^)V^«) + f<^yr(^^ + r^^Yr^^) + r^^yff = 
oder nach (6): 
<13) 9r(ii)r(,2) + %rfr^) + ^T^^rf + r^^^rf + ^rfr^) + Sr(^)ff) = 0. 

Zwei durch diese in r^'^ und r^^ symmetrische Gleichung ver- 
bundene Gerade heißen konjugierte Gerade. 

Von zwei konjugierten Geraden schneidet jede die reziproke Polare 
der andern. 

Mit r<i) = ri2) folgt wie in (10): 

Eine Gerade fällt mit ihrer konjugierten zusammen, wenn sie dem 
Komplex (10) angehört. 

11. Transversale zweier reziproken Polaren. Sind r^ und r^ 
zwei reziproke Polaren und r/ eine beliebige Gerade, so ist mit den 
Abkürzungen: 

<14) S = r^r,^ + r,r,^ + r,r,^ + r^r^^ + r,r,' + r,r,^, 

S' - rlr^^ + rgVg« + r^r^^ + r^r^ + r/r^« + ^r«' 

nach (6) identisch: 

<15) pfif'_35=.(3^^_^j(3rjO_^^o), 

Ist daher r^ eine Gerade des Komplexes (11), die r^ schneidet 
{ß = 0), so schneidet sie auch r/ {ß «= 0) : 



r 
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I. Jede Komplexgerade r^®, die eine Gerade r^ schneidet, schneidet 
auch deren reziproke Polare r^. 

Ist aber r^ eine Gerade, welche zwei getrennte, also nach 8 nicht 
dem Komplex angehörige reziproke Polaren schneidet {ß = 0, iS' = 0, 
Sr^ — r4 4=0), so gehört sie nach (15) dem Komplex an: 

n. Jede gemeinsame Transversale von zwei getrennten reziproken 
Polaren gehört dem Komplex an. 

12. Hyperboloidisohe Lage von zwei Paaren. Sind r, / und 
rQ, Tq zwei Paare getrennter reziproker Polaren und t irgend eine ge- 
meinsame Transversale von r, r\ r^, so gehört t nach 11, II dem 
Komplex an und schneidet daher nach 11, I auch r^: 

Zwei Paa/re getrennter reziproker Polaren li^en hyperboloidisch 
(Sonderfall in § 26, 9). 

13. Fol und Folarebene im allgenieinen System. Die Rück- 
kehr von dem kanonischen System der Gleichungen § 24, (22) zum 
allgemeinen der Gleichungen § 24, (1) geschieht nach § 24, (21); 
§ 29, (3) mit 9 = 1; § 24, (19) und gibt: 

^X=-2^{(Al^m4-A4^ml)-3(^,2^^3~^,8^^3)}a?^, 
1 

oder wenn man (I Anm. 1, III, (9)) die ünterdeterminanten 2. Grades 
«j^j der a^j einführt: 

Au^^ (aei-SaeJa;^— (a5i-3a54)a;3+(aii — SaiJa:^, 

Au^^ — {a^^—^a^x^ H-Ki-SO^s + Ki-SagJi^^A; 

^«*3 = («f6i~3a54):ri— (a^i-Sa^Jar^ +(«8i — ^agjir^, 

IJ. w^ == — («11 — 3 «1 J a?i — («21 — 3 «2 J a?2 — (cjfji — 3 Og J iTj . 

Ebenso ergibt sich aus § 24, (18); § 29, (3') mit <? = 3; § 24, (20): 

4 

3i«^A=2{<^^*2«m8-aA8fl^„.2)-3(a,ia^4~a,40}w^ 
oder: 

3a;i= (ö^3i— Sogjwa— («21— 3ojgJw3 + (a4i--3a^)w4, 

3 a^a = — (^31 — 3 «» J u^ + («n — 3 «ij u^ + («gi — 3 «g J w^, 

3 0^3 = («21 — 3 «24) % — («11 — 3 «iJ ^2 + (ö^61 — 3 «64) W4, 

^X^ («41 — 3a^)Wi — («51 — 3«5jW2 — («61— 3«6jW8. 

Zwischen Pol Xj^ und Polarebene Uj^ der Baumkurve § 24, (1); 
(1') bestehen die Beziehungen (16) und (17), wo die «^, die Unterdeter- 
fninanten 2. Grades aus den Elementen a^j bedeuten. 

Stande: Kubische Kegelschnitte 12 



<16) 



(17) 
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Die GleichuDgen haben die charakteristische Form der involuto- 
Tischen Korrelation mit schiefer Determinante (11 § 78, 14). 

14. Der Komplex im allgemeinen System. Die Gleichung (11) 
wird in Folge von § 24, (24): 

6 

(18) Ä\Sr, - r,) =. ^-C^ A„x - K^P,n 
oder (I Anm. 1, III, (9)): 

6 

(19) - ()P = Ä(dr, - rj = 5'(3«-, - a-,)p^, 



(20) 



1 

WO m den komplementären Index zu m bedeutet. 

I. Die Gleichung des Komplexes (11) lautet daher im System der 
Gleichungen § 24, (1): 

(«41 — 3ä4 Ji?i + («51 - 3 «8 Ji?2 + («61 - 3 «e Jp3 

< 

. + («11 - 3 «uK + («21 - 3 « Jp5 + («81 - 3 «34)1^6 "- 0. 1) 
Die Determinante der Komplexes (20) ist: 
(21) D - («^ - 3 a^) («11 — 3 «1 J + («51 - 3 «5 J («21 — 3 «gj 
+ («ei — 3«6j(«3i-3«8j 

"= («11 «41 + «21 «51 + «81 «61) + 9(ai4«44 + «24«54+ «84«64) 

- 3(aii«44 + «21 «54 + «8i«64 + «41 «14 + «51 «24 + «61 «84) = - 3 J. 

(I Anm. 1, m, (19); (20)), also bis auf den Faktor —3 die Determi- 
nante § 24, (2). Nach der Form der Gleichung (20) folgt: 2) 

n. Das Polarsystem (16), (17) der Raumkurve 3, 0. § 24, (1) ist 
(11 § 86, (1); (19)) dasselbe, wie das des linearen Komplexes (20). 

15. Reziproke Polaren im allgemeinen System. Nach § 24,. 
(23), § 29, (6) mit (> = !,§ 24, (24) folgt für die reziproke Polare 

Pk ^^^ Pk' 

6 
^V==^{«*lA^4 + 3«,2A^2 + 3«,3A^3 + 9«,4A^l + 3«,5A^5 

\ +3«,6A^6}l>m 

-2!{3(«A:lA^l+«;fe2A«2 + «*8A„.3 + «A4A^4+«*5A^5 + «*6A^6) 

- 3(«^iA^i + «^4A^4) + «^1 A^4+ 9«^4A^i }i), 



ff» 
6 



= SA'p, + (a,, - 3a, J >(A„4 " 3Ki)P 




m 
l' 



1) J. Tannery, Bull. sc. math. 11 (1876), S. 186. 

2) H. Schröter, J. f. Math. 56 (1858), S. 43; über die CX)» zu einem lin. 
Komplex gehörenden Raumkurven 3. 0. vgl. Reye, Geom. d. L. 2 (1907), S. 200» 
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(I Anm. 1, m, (18)) und nach (18) und (21): 
(22) Ajßi D^^ + («^, _ 3 «,,) 9,. 

Zwischen den StrahlenJcoordinatefi zweier resipröken Polaren der 
Räunilurve § 24, (1) lesieJien die Beziehungen (22)^) (II § 86, (24)). 

16. Die Möbmsschen Tetraeder. Sind A^, Ä^, A^j A^ irgend 
vier Punkte der Eaumkurve 3. 0. und Bj, Bj, B3, B^ ihre Sehmie- 
gungsebenen, so bilden jene ein Tetraeder % mit den Seitenebenen: 

^i'^ A^A^A^y A2=-a3-dj^4, n^^^ A^A^A^j ^^^^ A^A^A^ 

und diese ein zweites Tetraeder 93 mit den Ecken: 

^i^BgxBgxB^, Bc^-^B^xB{xE^j JSg—BixBjxB^, ^^^BjxBjxBg. 

Da jeder der Punkte Aj^ mit seiner Scbmiegungsebene B^^ vereinigt 
liegt, so liegen die Ecken Aj^ des ersten Tetraeders % in den gleich- 
namigen Ebenen B^. des zweiten 93. 

Die Ebene A^ ist eine durch die drei Punkte A^, A^, A^ der 
Kurve gehende Ebene; daher liegt auch der Schnittpunkt B^ der drei 
Schmiegungsebenen Bg, B3, B^ dieser drei Punkte, als Pol der Ebene 
A^, in ihr nach 3, also f^ in A^, und allgemein liegen die Ecken jB^ 
des zweiten Tetraeders 93 in den gleichnamigen Ebenen A^ des ersten 91. 

Vier Punkte eines Tiub. Kegelschnittes bilden ein Tetraeder, ihre 
Schmiegungsebenen ein zweites. Das eine Tetraeder ist dem andern gleich- 
zeitig ein- und umbeschrieben}) 

Die Gegenkanten A^A^ und -43-^4 des einen, B^B^^ B^ X Bj und 
B^B^^ BgX B4 des andern sind zwei Sehnen und zugehörige Achsen. 
Daher folgt aus § 26, 9: 

Je zwei Gegenkanten des einen Tetraeders und die gleichnamigen 
des andern liegen hyperböloidisch}) 

§ 30. Projektive Gebilde an der Banmknrve 3. Ordnung. 

1. Doppelverliältnis von vier Funkten der Kurve. Die Gleichung 
der Ebene, welche die feste Sehne X^X^ in § 25, (1) mit dem laufenden 
Punkte X der Kurve verbindet, ist nach § 24, (28): 

(1) [vi- {K + ^%)y2+ hhy%] - ^y^- {K+ h)yz+ KKy4.] = o. 



1) R. Sturm, J. f. Math. 86 (1879), S. 138. 

2) Möbius, J. f. Math. 3 (1828), S.273; Werke 1, S. 441; (1837) Werke 8, 
S. 126; J. Neuberg, Liege M^m. (2) 11 (1885), S. 14; P. Muth, Zeitschr. Math. 
Phya. 37 (1892), S. 117; G. Bauer, Münch. Ber. 27 (1897), S. 359. 

3) Möbius, J. f. Math. 10 (1833), S. 336; Werke 1, S. 498; H. Schröter, 
J. f. Math. 56 (1859), S. 41. 

12* 
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Die GleichuBg des Punktes, in welchem die feste Achse X^ X X^ 
in § 25, (1') von der laufenden Schmiegangsehene X geschnitten wird, 
ist ebenso nach § 24, (28'): 

{10 {Sv^+(X, + X,)v^ + X^X,v,] + X[v, + (X, + X,)v, + 3X,X^v,} ^0. 

Für vier Lagen r,A",il'", >L"" des laufenden Punktes X ist das Doppel- 
verhältnis der vier entsprechenden Ebenen (1) und für vier Lagen X'^ 
X", X"\ }!'" der laufenden Schmiegungsebene X ist das Doppelverhältnis 
der vier entsprechenden Punkte (1') (I § 42, 11; § 46, 6): 



(2) - ~(r— r')(;L'— r") 

unabhängig von X^y X^^ Es folgt daher: 



Tier Punkte X', r, r', A"" der 
Baumkurve haben ein bestimmtes 
Doppelverhältnis d, dasjenige der vier 
Ebenen, welche sie mit irgend einer 
Sehne (oder Tangente) verbinden. 



Vier Schmiegungsebenen X\ X", T", 
X"" haben ein bestimmtes Doppdver- 
hältnis tf , dasjenige der vier Punkte, 
in denen sie irgend eine Achse (oder 
Tangente) schneiden.^) 



Das Doppelverhältnis (2) von vier Punkten ist dasselbe wip das 
der zugehörigen Schmiegungsebenen.*) 

2. Harmonisohe Funkte und Funktinvolutionen auf der Kurve. 
Vier Punkte oder Schmiegungsebenen heißen harmonisch^), wenn 
ihr Doppelverhältnis "d == — 1, also: 

(3) r r' - \(x' + r')(A'" + r") + r'x"" = o . 

Daher bilden die unendlich vielen durch eine Gleichung von der 
Form (II § 8,(8)): 

(4) ^ «11^1^2 + «12(^1 + ^^2) + «22 = 

verbundenen Punktepaare eine Involution von Punktepaa/ren auf der Kurve, 
Alle diese Punktepaare sind harmonisch zu den durch die quadratische 
Gleichung: 

(5) an A* + 2ai2X + «22=0 

bestimmten Doppelpunkten der Involution. 

Ebenso bilden die durch die Gleichung (4) verknüpften Paare von 
Schmiegungsebenen A^, X^ eine Involution von Ebenenpaaren an der 
Kurve mit den Doppelebenen (5). 

1) H. Schröter, J. f Math. 66 (18n9), S. 29; 80. 

2) Cremona, Ann. di mat. 1 (1858), S. 166; Reye, G. d. L. 2 (1907), 8. 176. 

3) V. Staudt, Beiträge (1860), S. 321; Reye, a. a. 0., S. 166. 



(6) 
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3. Projektive Ebenenbüsohel an zwei Sehnen. Die Ebenenbüschel^ 
welche zwei feste Sehnen X^l^ ^°^ ^8^4 ^^^ d®™ laufenden Punkte l 
verbinden: i 

I {yi- (^1+ ^)y> + ^i^ays} - ^{Vi- (h + ^i)yi + ^ihv^) = o, 
. {»1- (^3 + ^4)^2 + ^s^Vi)- ^{y2-ih + h)yB + ^8^4^41 - 0, 

sind nach der Form ihrer Gleichungen (I § 66, (10)) projektiv. Sie 
haben keine Ebene entsprechend gemein. Denn wenn die Ebenen (6) 
bei gleichem A zusammenfielen, müßten auch ihre Schnittpunkte A, A^, k^ 
und X, A3, A4 mit der Kurve dieselben sein, also auch die Sehnen A^A^ 
und A3 A4 dieselben sein. Dagegen können die Sehnen mit A^» A3 „an- 
schließend^ sein.' 



Die Verbindungsehenen zweier 
festen Sehnen mit dem laufenden 
Punkte der Kurve bilden zwei pro- 
jektive Eienenhüschel, die keine Ebene 
entsprechend gemein habend) 



Die Schnittpunkte zweier festen 
Achsen mit der laufenden ScJimie- 
gwngsebene bilden zwei projektive 
Punktreihen, die keinen Punkt ent- 
sprechend gemein haben. 



Da bei der kub. Parabel die unendlich ferne Ebene Schmiegungs- 
ebene ist (§ 7, 10), so geht aus dem Satze rechts hervor (II § 13, 19): 

Bei der kub, Parabel werden zwei feste Achsen von der laufenden 
Schmiegungsebene in ähnlichen Punktreihen geschnitten.^ 

4. Projektive Ebenenbündel an zwei Punkten. Die Gleichung 
des Bündels von Ebenen, welche den festen Punkt A^ der Kurve mit der 
laufenden Sehne AA' verbinden, lautet nach § 24, (28), wenn A + A' 
« — II y AA'=i/ gesetzt wird: 

C^) (yi - Kvt) + f*(y2 - ^i^s) + ^{y^ - ^1^4) = o , 

und ebenso für einen zweiten festen Punkt A^: 

(8) (j/i - Ky^) + Ky2 - hys) + '^(Pz - Kyd -0. 

Die beiden Bündel (7) und (8) sind nach der Form ihrer Glei- 
chungen (I § 68, (10)) projektiv. Bei gleichen Werten von /* und v 
können die Ebenen (7) und (8) nicht zusammenfallen, ohne daß A^ = Ag. 

Die Verbindungsebenen zweier fester Punkte der Kwrve mit der lau- 
fenden Sehne bilden zwei projektive Ebenenbündd^) , die keine Ebene 
entsprechend gemein haben. 

Dual schneidet die laufende Achse zwei feste Schmiegungsebenen in 
projektiven Punktfeldem.^) 

1) Chaslea, J. de math. (2) 2 (1867), S. 899 (Nr. 9). 

2) H. Schröter, Math. Ann. 26 (1886), S. 296. 

3) Fr. Seydewitz, Arch. Math. Phys. 10 (1847), S.207; 213 für lauf. Tangente. 
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5. Projektive Strahlbündel an zwei Funkten. Die Gleichungen 
des Bündels von TreflFgeraden, die durch einen Punkt k^ der Kurve 
gehen, sind nach § 27, (13): 

<9) Vi — ^iVi' Vi- ^iVs' ys — ^ly^"- Qiö.t, 

und ebenso für einen zweiten Punkt Ajj(Ai — Ag+O): 
(10) y^ - Agj/g : ^8 - Aj^a : ^3 — Ajy^ « p : (J : r . 

Die beiden Strahlbündel (9) und (10) sind nach der Form ihrer 
Gleichungen (I § 68, (20)) projektiv, wenn gleichen Verhältnissen Qiöit 
entsprechende Strahlen zagehören. Im allgemeinen werden sich ent- 
sprechende Strahlen nicht schneiden. Soll jedoch ein Punkt yj^ der 
Schnittpunkt von zwei entsprechenden Strahlen sein, muß er den Be- 
dingungen: 

(11) y^ - ^ly^: yi- ^tys' Vs- Kyi=- yi — ^iVi - y^— hys'ys— ^iVi 

oder, da: 

= (Aj -^2// > ' ' -y 
mit den Abkürzungen § 24, (33) : 

(12) / = 0, (/ = 0, Ä = 0. 

Er muß also auf der Kurve selbst liegen. Ist umgekehrt k ein 
Punkt der Kurve, so stellen die Gleichungen (9) und (10) nach § 27, (16) 
mit den übereinstimmenden Werten Q:6:t = X^:X\1 die Sehnen X^ X 
und X^X dar. 

Bie Verbindungslinien zweier festen Punkte X^ und A, der Kurve mit 
dem laufenden Punkte X bilden die sich schneidenden entsprechenden 
Strahlen zweier projektiven StraMbündeL^) 

Diese haben keinen Strahl entsprechend gemein, da dem Strahle 
AjAg des ersten Bündels die Tangente X^X^ im Zentrum des zweiten 
und ebenso dem Strahle X^X^ des zweiten die Tangente X^X^ im ersten 
entspricht. 

Dual bilden die Schnittlinien zweier festen Schmiegungsebenen mit 
der laufenden Schmiegungsebene die vereinigt liegenden entsprechenden 
Strahlen zweier projektiven Strahlfelder. 



1) Seydewitz, Arch. Math. Phys. 10 (1847), S. 207. 



(1) 



(10 { 
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II. Kapitel. 

Eaumkurve 3, Ordnung nnd Fläche 2. Ordnung. 

§ 31. FläciLen 2. Ordnung duroh die Ranmknrve 3. Ordnnng. 

1. Sohnittpunkte der Fläche 2. O. mit der Baumkurve. Die 
Punkte und Schmiegungsebenen der Baumkurve 3. 0. sind in Jcanoni- 
schen Koordinaten durch die Gleichungen § 24, (22), (22') dargestellt. 
Soll der Punkt k der Kurve auf einer Fläche 2. 0.: 

f »11 Vi^ + o^nVi^ + «ssys* + «44y4* + ^(^nViVs + ^a« ^8^1 
+ ^f^iiViVi + 2014^1^4+ 2aj4y,y4+ 2a^yf^y^^ 
liegen, oder die Schmiegungsebene k Tangentialebene einer Fläche 2. Kl, : 

K '^l + *22^»* + ^88 «'s* + 644 V + 2628 Vj^'s + 2ft8it?8«'l 

+ 2612^1 Vg + 2\^v^v^ + 262^ VjV^ + 2h^v^v^ = 
sein, so muß X der Bediugung: 

(aiiA«+ 2ai2^'+ («22+ 2ai8)A*+ 2(02, + ajX» 
+ (2a24+ «88)^'+ 2a,^^ + «44^ 0, 

bezüglich der Bedingung: 

644^'- 6^84^' + 3(3688 + 2624)^*- 2(9628 + 614)^' 
+ 3(3622 + 2&,3);i»- 6612^ + 611 == 
genügen. 

Die Baumhu/rve 3. 0. hat im allgemeinen mit einer Fläche 2. 0. 
sechs Punkte und mit einer Fläche 2, Kl, sechs Ebenen gemein. 

2. Flächen 2. 0. durch die Baumkurve 3. 0. Hat die Raumkurve 
mit einer Fläche 2. 0. mehr als sechs Punkte oder mit einer Fläche 
2. Kl. meÄr als sechs Ebenen gemein, so gehören alle ihre Punkte der 
Fläche 2. 0., bezüglich aMe ihre Ebenen der Fläche 2. Kl. an. ^) 

Dies tritt ein, wenn die Gleichung 6. Grades in A, (2) oder (2'), 
identisch in l erfüllt ist, also: 

a^ = 0, ai2 — 0, a22 + 2a^^ = 0, 2(a23 + a^J - 0, 

2^24+ 0^88 ^ 0, ag^- 0, «44=« 



(2) 



<20 { 



<3) { 

oder: 

(SO { 



6u - 0, 61, - 0, 36,, + 2&,3 = 0, 2(9J„ + 6,,) - 0, 



Ändert man die Bezeichnung dahin ab, daß man: 
2»24"= Qy 2a28«= ^9 2ai8 = ir-, 622= — 9? 2623= — (J, 633 — — r 

1) H. Müller, Math. Ann. 1 (1869), S. 411. 
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setzt^ so nehmen die den Bedingungen (3) oder (3') entsprechenden 
Gleichungen (1) oder (1') die Form an: 

(4) 9{y^y4. - ys*) + ^{y^Vz - Vivd + ^(viyz - y^^) - o , 

(4') gißv^v^ — v^^) + ö(9v^v^ - v^v^) + t{3v^v^ — t?,*) = , 

so daß mit den in § 24, (33)^ (33') eingeführten Abkürzungen: 

(5) [f^y^y^^y^^^ 9-y%yz-yiy4.^ Ä = yiy3-y2^ 

der Satz gilt: 

Eine Fläche 2. 0, enthält immer dann und nwr dann die ganze 
Baumkurve 3. 0., wenn ihre Gleichung die Form:^) 

(6) Qf+ög + rh^O 

hat, und eine Fläche 2, Kl. enthält ebenso alle Schmiegungsehenen der 
Baumkurve als Tangentialebenen, wenn ihre Gleichung die Form: 

(6') qF+öG + tH^O 

Juxt. 

Jede dieser Gleichungen stellt mit den beiden Parameterverhält- 
nissen q : tJ :r ein lineares System von cx>^ Flächen dar, ein Flächen- 
bündel, bezüglich eine Scha/rscha/r. 

Jede Fläche q, ö, r des einen Systems ist nach § 29, (4) polar- 
verwandt der Fläche p, ö, r des andern. 

3. Die eigentliohen Flächen des Bündels. Die Determinante der 
Fläche (4) ist, wenn die Gleichung (4) mit 2 multipliziert wird: 

r -(J 

— 2r (J Q 

t 6 —2q 

-6 Q 

Flächen 2. 0. mit positiver Determinante sind (11 § 153, (21)) 
Linienflächen oder Flächen ohne reelle Punkte. Das letztere ist aus- 
geschlossen, da die Raumkurve 3. 0. auf den Flächen liegt, also: 

Alle Flächen (6) oder (6'), für welche: 
(8) Qx-ö^^O 

sind eigentliche Linienflächen 2. 0. und 2. Kl, (einschalige Hyperboloide 
oder hyperbolische Paraboloide). 

4. Die uneigentliehen Flächen des Bündels. Die Unterdetermi- 
nanten 3. Grades der Determinante (7) sind: 

1) Cremona, Ann. di mat. 1 (1868), S. 279. 



(7) 



= {Qt - <>'?. 
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QiQt + 6^) {qx + 6^)6 26^r 26X^ 

(3()r - 6^)6 {fix + 6^x 2(Jx^ 2r» 

Ist nun im Oegensatz zu (8): 

(10) pr - (J« = 0, 
so können wir setzen: 

(11) ^^^=.x oder kurz: (12) p = il^ <J ^ X, t=1. 

Damit werden die ünterdeterminanten vierter Zeile in (9): 

(13) 2^3, 2X«, 21, 2, 

die der dritten, zweiten und ersten Zeile gleich den Werten (13), be- 
züglieh mit A, X^, X^ multipliziert (I Anm. 1, III, (21)). Da die ünter- 
determinanten also nicht alle verschwinden können, so folgt: 

I. Aüe Flächen (6) oder (6"), für welche die Bedingung (10) besteht^ 
sind eigentliche Kegel 2. 0., bezüglich eigentliche Kwrven 2. Kl. 

Femer aber folgt aus (13), daß die Spitzen der Kegel die Koor- 
dinaten (n § 139, (8)) : 

(14) t/i : yo : ys : ^4 = -^^ • ^* • ^ • 1 
haben oder mit Riicksicht auf § 24, (22): 

IL Der Ort der Spitzen aller im Bündel (6) evUhaltenen Kegel ist die 
Baumicurve 3. 0. selbst; die Ebenere aUer in der Schar schar (6') ent- 
haltenen Kegelschnitte sind die Schmiegungsebenen der BaumJcurve. 

In der Tat gehen die Gleichungen (6) und (6') mit den Werten. 

(12) der Parameter in die Gleichungen § 26, (18) und (18') der Sehnen- 
kegel und Achsenkegelschnitte der Baumkurve über. 

III. Alle Flächen (6) oder (6'), für welche die Bedingung (10) besteht,, 
sind Sehnenkegel oder Achsenkegdschnitte. 

5« Elementarteiler der im Bündel enthaltenen Büschel. Zwei 
Flächen p, 6, x und q', d, x des Bündels (6) bestimmen einen Büschel r 

(15) {{Qf+^9 + rh) + (o ((>Y +6'g + x'h) 

mit dem Parameter cd. 

Die Determinante des Büschels ist nach (7), wo nur q -\- (oq\ 
6 + <ö(y', X + cor' für 9, <y, x zu setzen ist: 

^(oj) = {(9 + (ö(>')(r + or') -{6 + (Of^yy 

- [{qx ~ O + (P^' - 2^(y' + Qx)(o + (p'r' ^ 6'')(o^]K 



(16) [ 
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Sie hat daher entweder zwei Doppel wurzeln a oder, falls: 
<17) 4(^T - 0^)(Qr - O - (P^' - äeyc/ + p'r)« = 

ist, eine vierfache Wurzel. Die Unterdeterminanten 3. Grades von z/((d) 
können nach (9) niemals verschwinden, ohne daß q -{- coq', 6 + (otf, 
X + (or\ die für 9, 6, t eintreten, alle verschwinden und daher die 
Flächen p, 6, x und 9', 6\ x identisch sind. Es folgt also mit Rück- 
sicht auf 4, ni: 

I. Jedes in dem Bündd (6) enthaltene Bäschd (15) enthält zwei 
doppelt mhlende Sehnevikegel oder einen vierfach zählenden. 

Die heiden Sehnenkegel haben als solche eine Sehne, die Ver- 
bindungslinie ihrer Spitzen, bei ihrem Zusammenfall eine Tangente 
gemein. Die Sehne oder Tangente bildet, zusammen mit der Kaum- 
kurve selbst, die Grundkurve 4. 0. des Büschels oder: 

II. Der vollständige Durchschnitt irgend zweier durch die Baum- 
Jcurve gehenden Flächen 2, 0. besteht aus der Baumkurve und einer ihrer 
Sehnen, oder Tangenten (§ 36, 12). 

6. Bestimmung der Sehne in einem gegebenen BüscheL Aus 
den Gleichungen § 25, (1) der Sehne X^k^ folgt, wie schon § 26, (2) 
bemerkt, die Proportion: 

(18) f:g:h^i:^{k^ + k,):k,X,, 

Aber auch umgekehrt folgt aus (18) mit einem Proportionalitäts- 
faktor x: 

/•= X, g = — x(Ai f Ag), h = xA^Xj 

und, da nach (5) identisch in t/^, y^, y^, y^: 

(19) fy^ + gy^ + hy^ = 0, fy^ + gy^ + hy^^ = 0, 

wiederum, wie in § 25, (1): 

(20) t/i - (Ai + X^)y^ + l^X^y^ = 0, y^ — {k^ + k^)y^ + k^k^y^ == 0. 

I. Die Proportion (18) ist also für die Punkte y^ der Sehne k^k^ 
charakteristisch. 

Soll nun die Sehne (18) auf allen Flächen des Büschels (15) 
liegen, muß identisch in oj : 

(() + (dq) - (^ + (DöO(Xi + ^2) + (r + (OT')k,k^ - 0, 

also einzeln: 

Q - ^{K + K) + -^Kh = 0, q'- 6\k, + k,) + xk^k,^ 

sein, woraus sich ergibt: 

(21) 1 : — (Ai + k^) : k^k^ = 6x' — xö' : xq' — qx : q6' — öq. 
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Die Gleichungen der Sehne lauten daher nach (20): 



<22) 



i'i y* y» 

Q t 
p' ff' t' 



= 0, 



y» 

Q 



X 

ö' X 



= 0. 



II. Die Endpunkte A^, Xj der Sehne, welche zwei Flächen Q,0yX und 
^', <?', r' des Bündels (6), außer der Raumkurve selbst gemein haben, 
bestimmen sich aus der quadratischen Gleichung: 

(23) {6x - xff)}} + (x^' - qx)l + (9^' - 6q) = 0. 

Die Sehne wird Tangente unter der mit (17) identischen Bedingung: 

(24) 4(tfr' - ir</)(p(y' - 6q') - (rp' - qxJ - 0. 

7. Bestimmung einer Fläche des Bündels durch zwei Funkte. 
Jeder Punkt der Baumkurve § 24, (33) liegt auf aUen Flächen des 
Bündels (6). Soll eine solche Fläche durch zwei andere Punkte yj?^ 
und t/^^) hindurchgehen, müssen die beiden Gleichungen: 

(25) Qf^ + 6g^ + t\ = 0, Qf^ + 6g^ +x\^0 

bestehen, durch die unteren Indizes die Substitution äer Werte y^'^ und 
y^^ bezeichnet. Die Gleichungen (25) bestimmen aber die zwei Ver- 
hältnisse Q i :x eindeutig, wenn nicht: 

(26) fi'9i'K = f2'92' K 

ist, was nach (18) bedeutet, daß j/^^^ und y[*) auf derselben Sehne liegen. 
Zwei Punkte des Baumes, die nicht auf der Baumkurve und nicht 
beide auf derselben Sehne liegen, bestimmen stets eine und nur eine Fläche 
des Bündels. 

8. Bestimmung eines Büschels im Bündel durch eine gegebene 
Sehne. Eine Gerade liegt ganz auf einer Fläche (6), wenn drei Punkte 
der Geraden auf der Fläche liegen. Bei einer Sehne ^^A^ ist aber nur 
ein Punkt nötig, da schon die beiden Endpunkte X^ und Ag als Punkte 
der Raumkurve auf (6) liegen. Damit also eine Sehne A^Aj einer 
Fläche (6) angehört, bedarf es nur einer Bedingung. Diese folgt durch 
Substitution der charakteristischen Proportion (18) in die Gleichung (6): 

I. Die Sehne X^k^ gehört der Fläche q, 6, x des Bündels {&) an, wenn: 

(27) ^__(A^ + ^^)<, + AiA,r = 0. 

Ist Ai, Ag gegeben, so wird durch (27) der eine der drei homogenen 
Parameter durch die beiden andern ausgedrückt, sodaß die Gleichung 
(6) mit nur einem Parameterverhältnis ein Büschel darstellt. Es folgt 
daher als Umkehr des Satzes 5, II: 
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II. Die Eaumkuve 3. 0. bildet zusammen mit jeder ihrer Sehnen oder 
Tangenten die Grundkurve eines im Bündel (6) enthaltenen Büschels, 

9. Sehnen auf gegebener Fläche des BündelB. Betrachtet man 
dagegen in (27) g, 6, x als gegeben und A^, X^ als veränderlich, so 
ergibt sich (§ 30,(4)): 

Auf jeder Fläche q, 6, r des Bündds (6) liegen unendlich viele der 
Gleichung (27) entsprechende Sehnen, deren Endpunktpaare eine Invo^ 
lution von Punkten der Kurve bilden. 

Die durch die quadratische Gleichung: 

(28) Q-2öX + r A« = 

bestimmten Doppelpunkte der Involution sind die Berührungspunkte zweier 
Tangenten, die auf der Fläche Qy 6y x liegen^). Sie sind nach (8) für 
eine eigentliche Fläche q, ö, x stets getrennt, dagegen faUen sie für 
einen Sehnenkegel Aq, wo nach (12) q = X^, 6 = X^, x = 1 wird, und 

(28) sich auf (X — XqY =• reduziert, in die Tangente der Raumkurve 
in der Spitze des Kegels zusammen. 

10. Fläche des Bündels durch zwei gegebene Sehnen. Nach 
(27) gehören die beiden Sehnen X^X^ und X^X^ einer Fläche (>, <y, r 
des Bündels an, wenn: 

(29) Q'-{X^ + X^)6 + X^X^x^0, Q-{X^ + X^6 + X^X^x^0 

oder: 

Qi6:x^ X^X^{X^ + AJ — X^X^{X^ + X^ : X^X^ — X^X^ 

: (Ai + Ag) - (As + A J. 

Durch die zwei gegebenen Sehnen X^X^ und AjA^ geht eine Fläche 
des Bündels (6) mit der Gleichung: 

+ (^1 + ^2 - -^8 - ^4)^^ = 0- 



(30) { 



(31) 



11. Fläche des Bündels durch eine gegebene Treffgerade. Zwei 
Punkte einer Treffgeraden liegen nicht auf einer Sehne, bestimmen 
also nach 7 eine Fläche des Bündels. Da aber die Treffgerade schon 
einen Punkt der Kurve enthält, liegt sie ganz auf der Fläche. 

I. Es gibt also eine bestimmte Fläche (6), welche eine gegebene 
Treffgerade enthält 



1) Cremona, Ann. di mat. 1 (1868), S. 280. 
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Eine durch deu Punkt Iq der Raumkurve gehende Treflfgerade 
hat nach § 27, (13); (17) die Gleichungen (^r-<y* + 0): 

(32) yi - Aot/a : y» - X^y^ '-ys- ^oVa^ Q - ^ ''^ 

mit bestimmten Werten von q : 6 : r. Da nun nach (19) identisch in 

Vu Vij Vsy y* ^^^ h' 

(33) {y, - ^ys)/" + "(y^ - Xoy,)g + (yj - AoyjÄ = 0, 
so ist für alle Punkte der TrefiFgeraden (32): 

(34) ^f+^g + rh^O. 

Die Treflfgerade liegt also auf der den gegebenen Werten q : ö :t ent- 
sprechenden, eigentlichen (pr — <y*4=0) Fläche (6). 

n. Die dmrch die gegebene Treffgerade (32) bestimmte eigentliche 
Fläche (6) entspricht den durch (32) gegebenen Werten von g : 6 : r. 

Da die Linie (32) unabhängig von Aq auf der Fläche (34) liegt, 
so folgt umgekehrt: 

III. Auf jeder gegebenen eigentlichen Fläche q^6^ r des Bündels (6) 
liegen unendlich viele Trefflinien, die den Gleichungen (32) mit ver- 
änderlichem Aq entsprechen. 

12. Die beiden Scharen von Erzeugenden auf einer Fläche des 
Bündels. Um die nach 9 auf der Fläche (), <y, r liegenden Sehnen 
(27) in der Form (20) darzustellen, kann man, falls <? + 0> di© Glei- 
chung (27) nach {X^ + X^) auflösen und erhält mit Einführung eines 
Parameters (i= X^X^' 

6 + 0:X, + X^ = ^^^, X,X, = ^. 

Ist dagegen ^ = 0, so ist X^X^ nach (27) konstant und /a = r (A^ -|- Aj) 
veränderlich: 

Ö" =s U : Aj -j- Ag = - , Aj Ag == — . 

I. Die auf der Fläche q, 6, x Hegenden Sehnen sind mit einem lau- 
fenden Pa/ramster fi, je nachdem 6 =^0 oder ^ = 0, di^ch das eine 
oder andere der Gleichungenpaare dargestellt: 

> 

Entsprechend folgt aus (32) mit Rücksicht auf 12: 

II. Die auf der Fläche q, <y, r liegenden Treffgeraden sind mit einem 
laufenden Parameter Xq, je nachdem (? + oder ^ == 0, durch das eine 
oder andere der Gleichungenpaare dargestellt: 



(35) i / N /^ (od ) 
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lr(y,-^y8)-tf(y3-Aoy4)«0; M »2-^0^3 = 0. 

Ganz unabbäsgig hiervon^ kann man nun die Fläche (4), je nach- 
dem 6^0 oder 6^0, in der einen oder andern der Formen dar- 
stellen: 
(37) (ryj - ay^Xtfy^ - py,) - {(fy^ - C>y,)(ry8 - tfyj = 0, 

(37') y^ (ry^ ~ (^yj - (^Vi - 9y3)y8 - o. 

Die beiden Scharen der Erzeugenden der Flächen (37) sind dann mit 
zwei Parametern (i und ^^ (II § 159, (15), (15')): 

.gg. f(<^yi-^y2)-f*(^y2-<yy8)=0; gg. f(^yi-«>y2)-^(<^y2--9y8)=-o,. 
i(<yy2-py3)"-f^('«^y8-<^y4)-'0; l(^y2-<^y8)-^o(^y8-<^y4)='0;. 

und der Fläche (37') ebenso: 

•I(^y2-9y4)-^y8==0; ^\ y^-Ky^^-^- 

Die Übereinstimmung von (38) und (35), (39) mit (36), (38') mit (35')^ 
(39') mit (36') zeigt: 

ni. Auf jeder eigentlichen Fläche q, 6, r des Bündels (6) besteht 
die eine Schar der Erzeugenden aus Sehnen, die andere aus Treffgerader^ 
der Baumkurve 3. 0,^) 

Für eine un eigentliche Fläche (>, ^, r, also einen Sehnenkegel,. 
faUen in Folge von (11), (12) die Scharen (39) und (39') der Treflf- 
geraden in die (38) und (38') der Sehnen hinein (§ 27, 7, II). 

13. BestimniiiDg eines Hyperboloides duroh. eine Involution 
von Eurvenpunkten. Die Endpunkte A^, k^ der auf einer Fläche q, ö, x 
des Bündels (6) liegenden Sehnen, bilden (§ 30, (4)) die Involution (27). 
Sei umgekehrt durch (27) mit gegebenen Werten von q, 6, t eine- 
Involution von Punkten der Kurve gegeben. In den Gleichungen (20) 
der Sehne, welche zwei entsprechende Punkte Aj, X^ der Involution 
verbinden, sind dann die Größen k^ + A, und A^Aj durch die Glei- 
chungen (27) verbunden. Durch Elimination beider Größen aus (27) 
und (20) folgt aber: 

Q 6 X 



(40) 



Vi 

y» 






Vi 



'=Qf+(ig + th = (i. 



1) G. Salmon, Camb. Dabl. math. J. 6 (1860), S. 38. 
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Die Sehnen, welche die Punktpaare einer gegebenen Involution (27) 
auf der Kurve verbinden, liegen auf der Fläche (40), bilden deren eine 
Begdschar. ^) 

14. EbenenbÜBOhel durch eine Treffgerade. Das Bündel aller 
durch den Punkt Xq der Raumkurve gehenden Treflfgeraden ist durch 
die Gleichungen (32) dargestellt; das Bündel aller durch A^ gehenden 
Ebenen ebenso durch: 

(41) r(yi - X^y^) + 5(y, - X^y^) + t{y^ - A^yJ = 

mit beliebigen Werten der Parameter r:s:t Die Ebene (41) schneidet 
die Kurve außer in X^ noch in zwei Punkten Aj, Ag, für die nach 
§ 24, (22): 

(42) rA* + 5A + ^ = 
und daher: 

(43) 1 : - (Ai + A,) : A^Ag ^r:s:t 

Geht daher die Ebene (41) durch eine feste TreflFgerade Aq, p, 6, v 
in (32), sodaß: 

(44) rQ + S6 + tt^ 0, 

so folgt mit Substitution von (43) in (44) wieder wie in (27): 

(45) Q-{X^ + X,)ö + X^X,t^O. 

Die durch eine feste Treffgerade p, <f, r im Punkte X^ der Kurve 
gehenden Ebenen schneiden die Kurve, außer in X^, in Punktepaaren 
Aj, A^ einer Involution (45).*) 

Die Sehnen A^Aj bilden nach 13 die eine Schar der Erzeugenden 
der Fläche g, 0, r des Bündels (6). 

15. Duale Übertragung. Indem man in den vorstehenden Be- 
trachtungen mit Rücksicht auf § 29, (3'); (4) überall: t/^, y^, y^, y^; 
f g, h durch: — 3t7^, t?g, — Vj? ^^ij ^> ^y ^ ersetzt, erhält man die 
dualen auf die Scharschar (6') bezüglichen Sätze. 

§ 32. Konjugierte Punkte und Ebenen im Bündel nnd bei der Saum- 
kurve 3. Ordnung. 

1. Folarebenen eines Punktes in bezug auf die Flächen des 
Bündels« 

Die Polarebenen eines Punktes Die Pole einer Ebene 11^ = v^^ 
Pj = yfj^^ in bezug auf die drei in bezug auf die drei Flächen 2. KL 
Flächen 2. 0.: 



1) Chasles, J. de math. (2) 2 (1867), S. 401 (Nr. 21). 

2) Cremona, Ann. di mat. 1 (1858), S. 281. 
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<2) 



i^) ff- ViVi - ViVi - 0, 
haben die Gleichungen: 

V y^^^yi + yi^^y^ + y^^^y^ 

Die Polarebenen des Punktes P^ 
in hezug auf die Flächen des Bün- 
dels § 31, (6;: 

(3) Qf+6g + xh = 
bilden alsdann das Ebenenhündel: 

(4) QU + 0v + TW ^ 0; 



(10 






(20 



C7=3t;Wt;i-2t;i%2+3i;Wt;3=0, 

F= 9 1;^!) Vi — t?^i) Vj — t?W v^ 
+ 94i)t?^ = 0, 

Tr= 3t;Wt;j- 24^)t?8+ 3i;^%4= 0. 

Die Pö?e der Ebene 11^ in besug 
auf die Flächen der Scharschar 
§ 31, (6'): 

(3) QF+6G + tH==0 
bilden alsdann das ebene Punhtfdd: 
(4') qU+öV+xW^O. 



Eine Ausnahme bilden solche Punkte P^, für welche die drei Ebenen 
(2) mehr als einen Punkt gemein haben (s. unter 6). 

2« Begriff konjugierter Funkte bei der Baumkurve. 



Ist Pj der Schnittpunkt der drei 
Ebenen (2), so gehen (II § 68, 13) 
die Polarebenen des Punktes P 



8 



Ist JTg die Verbindungsebene der 
drei Punkte (2'), so liegen die 
Pole der Ebene JTj in bezug 
auf die Flächen der Scharschar 
wiederum auf 11^, 



in bezug auf die Flächen des Bün- 
dels wiederum durch P^. 

Die Beziehung der beiden Punkte P^ und Pj oder Ebenen 77^ 
und n^ ist reziprok. Die Punkte P^ unä P^ sind ha/rmonische Pole 
oder Iconjugierte PunMe in bezug auf alle Flächen des Bündels (3), die 
Ebenen 11^ und iTg ha/rmonische Polarebenen oder Iconjugierte Ebenen 
in bezug auf alle Flächen der Scharschar (3'). Wir nennen sie (in 
anderer Bedeutung als § 29, 10) konjugierte Punkte und Ebenen in 
bezug auf die Kurve 3. 0.^) 

Zwischen den Koordinaten zweier konjugierter Punkte P^ und Pj 
oder Ebenen 11^ und U^ bestdien die Beziehungen: 



(5) 






(5') 






die in den beiderseitigen Koordinaten symmetrisch und linear sind. 

1) V. Staudt, Beitr. (1860), S. 321; Cremona, Nouv. Ann. (2) 1 (1862), 
S. 298; Th. Reye, Zeitschr. Math. Phys. 18 (1868), S 526. 
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3. Die Verbindungslinie zweier konjugierter Punkte als Sehne. 

Multipliziert man die Gleichungen (5) mit y^^^, y^\ y^^^ oder i/^^\ ^\ 
t^^) und addiert; so folgt: 

fX)^i) + ^x)^^) + ä(»)j4«) = 0, /ti)j4*) + ^«yi») + W)^) = 0, 

weun der obere Index die Substitution der Koordinaten t/^^ und yf^^ in 
die Ausdrücke (1) bedeutet; und daraus^ sowie entsprechend (§29,(3')) 
aus (5'): 

(6) /•(!) : ^^) : U^) = /•(») : p(2) : *(«) | (ff) F^^) : G(^) :fl^') «F(«) : ßW :fi(2). 

Die Gleichungen (6) bedeuten aber nach § 31, (18), daß ^^ und yf^ 
auf derselben Sehne liegen, also (§ 26, 1, I): 

Zwei hmjugierte Punkte der Zwei Tconjugierte Ebenen der 
Maumkwrve liegen stets auf der- BoMmJcurve gehen stets durch die- 
selben, durch einen von ihnen he- selbe, durch eine von ihnen bestimm- 
stimmten Sehnet) te Achse, 

4« Involution konjugierter Punkte auf einer Sehne. Sind um-* 
gekehrt zwei Punkte y^'^ und yf^^ einer Sehne k^X^ zu den beiden 
Schnittpunkten k^ und k^ der Sehne mit der Raumkurve harmonisch, 
so sind sie, da k^ und k^ auf allen Flächen des Bündels (3) liegen, 
auch harmonische Pole aller Flächen des Bündels, also konjugiert 
bezüglich der Raumkurve. 

Jede Sehne l^k^ enthalt eine In-\ Jede Achse ky^xk^ enthält eine 



Solution konjugierter Funkte in be- 
nag auf die Baumkurve; die Kur- 
venpunkte k^ und k^ sind die Dop- 
pelpunkte der Involution}) 



Involution konjugierter Ebenen in 
beeug auf die Baumkurve; die 
Schmiegungsebenen k^ und k^ sind 
die Doppelebenen der Involution, 



5. Der Konjugierte eines gegebenen Punktes. Die Auflösung 
der in yf\ y^^\ y^^\ y^') linearen homogenen Gleichungen (5) gibt, 
wenn kurz y^^ und y/ für y^^^ und j^'^ geschrieben wird: 

Der konjugierte Funkt y/ eines gegebenen Funktes yj^ ist: 

[Vi — Vi^Vi. + %iy2y3 - 2^2^ = gyi + 2hy^, 

y% ViV^y^. + 2yit/3« - y^^ys fy^ + hy^, 

Vz = ViV^Vi. - ^y^yjL + y^Vz — fy%-^ ^y^y 
^yl = y^y^ - ^y^yzy^ + ^y% — ^fy^ - gy^', 

die konjugierte Ebene v^ einer gegebenen Ebene Vj^ ist:^) 



<7) 



1) Cremona, Ann. di mat. 2 (1859), S. 23; 24; Reye, Geom. d. Lage 2 
<1892), S, 218. 

2) Cremona, Ann. di nuit. 2 (1859), S. 22. 

Stande: Kubische Kegelschnitte 13 
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(7') 



v^ = — ^v^v^v^ + &v^v^^ -— v^^v^ = — ^Hv^ -f JPvg, 

V « OüiVgV^ — ßt^g^v^ + VjVj* jfft'j + 3jFt;^, 

13t;/ - 27 t?it;^2 - ^'o^v^v^ + 2^8» 2£rt?3 + ^Gv^. 

Danach gehört im allgemeinen zu jedem Punkt y^^ ein bestimmter 
konjugierter yj^ und zu jeder Ebene Vj^ eine bestimmte konjugierte Vj^. 

6. Funkte mit mehr konjugierten Funkten. Der konjugierte 
Punkt yf^ eines gegebenen Punktes y^p ist als Schnittpunkt der drei 
Ebenen (2) definiert. Die Werte von y/ in (7) sind die vier Unter- 
determinanten 3. Grades der Matrix der Koeffizienten in (2), nur daß 
die Bezeichnung y^^^, yf^^ durch y^^, y/ ersetzt ist. Die drei Ebenen 
(2) haben immer dann und nur dann mehr als einen Punkt gemein^ 
wenn diese vier Unterdeterminanten verschwinden (I § 51, (9)), also 
nach (7): 
(8) gy, + 2hy, » 0, (9) fy^ - hy, = 0, 

(10) fy, - Äy, = 0, (11) 2;^y3 + gy, ^ 0. 

Setzt man nun zuerst die Determinante der in f und h linearen ho- 
mogenen Gleichungen (9) und (10): 

(12) 5^ = 2/2^8-2/1^4 + 

voraus, so folgt aus (9) und (10): /*=0, Ä == 0, und damit aus (8) 
und (11) mit Rücksicht auf (12): y^ = 0, y^^O. Dies reduziert aber 
nach (1) die Gleichungen /"= 0, Ä = auf y^ -»0, yg = 0. Alle vier 
Koordinaten yj^ können aber nicht verschwinden, sodaß (12) unmög- 
lich ist. Es bleibt daher nur die Annahme: 

(13) 9-0, 
womit aus (8) und (11): 

(14) Äy, = 0, /-yg-O. 

Ist nun y2 + und y^ =|= 0, so ist /* = 0, fe = 0. Ist y2 =* 0, y» + 
oder yg + O, y^ = 0, so folgt aus (14) bezüglioh /*==: — y^^^O oder 
Ä = — y^^ = 0, was jedesmal der Voraussetzung widerspricht. Sind end- 
lich yg und yg beide 0, so sind nach (1) auch f und h beide 0, neben 
(13). Also folgt (§ 24, (33)): 



I. Die einzigen Funkte unbestimm- 
ten konjugierten Punktes sind die 
Punkte der Kurve sdbst. 

Ist aber y^^^ ein Punkt X der Kurve also: 



Die einzigen Ebenen wnbestimmter 
konjugierten Ebene sind die Schmie- 
gungsebenen der Kurve. 



§ 32, 6—7 
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SO werden die drei Ebenen (2): 

(15) y,-2Xy^+X'y^^0, y^-Xy^-X^y^+l^y, = 0, y^-2Xy^+}}y,^0, 

gehen also alle drei durch die Tangente in >L (§ 25, (2)). 



IL Die Polarebenen eines Punktes 
X der Kurve seihst in hezug auf die 
Flächen des Bündds (3) gehen alle 
durch die Tangente im Punkte X. 



Die Pole einer Schmiegungsehene 
X selbst in beisug auf die Flächen der 
Scharschar (3') liegen alle auf der 
Tangente in der Ebene X. 



III. Zu einem Punkte X der Kurve sind daher alle Punkte der 
Tangente X und umgekehrt^ zu jedem Punkte der Tangente X ist immer 
der Punkt X der Kurve konjugiert; dieser ist auch zu sich selbst kon- 
jugiert. Zu einer Schmiegungsehene X sind alle Tangentialebenen X 
und umgekehrt; zu jeder Tangentialebene X ist immer die Schmiegungs- 
ehene X konjugiert; diese ist auch zu sich selbst konjugiert.^) 

7. Gleichungen der Verbindungssehne zweier konjugierter Punkte 
in Ebenenkoordinaten. 



Die Verbindungslinie des Punktes 
yj^ mit seinem konjugierten Punkt 
ist nach 3 die durch ihn gehende 
Sehne X^X^y für die nach § 26, (2): 

(16) l:-{X, + X,):X,X^=f:g:h. 

Dann sind nach § 26, (6) ihre Achsen- 
koordinaten: 

Si-g^-fhy s^ fg, 5s «jT^ 



(M' 



^4 = A; 56=5^*> «6 = ^^ 



Die Schnittlinie der Ebene t;^ mit 
ihrer ionjugierten Ebene ist nach 
3 die in ihr liegende Achse X^xX^, 
für die nach §26,(2'): 

(160 l:'-(X^ + X^y.X^X^ ^ F:G:H. 

Dann sind nach § 26, (6') ihre Strah- 
lenkoordinaten: 



r, =^ i (G« - JPÄ), r.^GH, 
(17') I r^-S^ 

r^ ^SFH, r^^-FG, r^^F^. 

In laufenden Ebenenkoordinaten wird eine gerade Linie durch die 
Gleichungen zweier ihrer Punkte, im vorliegenden Falle des Punktes 
y^ und eines der Schnittpunkte mit den vier Koordinatenebenen dar- 
gesteUt (I § 59, 4): 

Die Verbindungslinie des Punktes 
y^ mit seinem konjugierten Pwnkt ist 



in laufenden Ebenenkoordinaten 
durch zwei der folgenden Gleichungen 
dargestellt: 



Die Schnittlinie der Ebene v^. mit 
ihrer konjugierten Ebene ist in lau- 
fenden Punktkoordinaten durch zwei 
der folgenden Gleichungen dargestellt: 



1) Reye, Geom. d. Lage 2 (1892), S. 219. 



13* 
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§ 32, 7—8 



<18) 



h\ — ghvt + (ß' —fh)v^ = 0, 
fhv, — h\—fgv^ — 0, 
ghvi—fhvj+f\='0, 



(18') 



- FGy^ -SFHy^ + H'y^ =- 0, 
\iG*-FH)y,+GHy,+H% ^0. 



8. Folarbeziehung konjugierter Funkt- und Ebenenpaare. Bei 
der Polarverwandtschaft in § 29, 2 in bezug auf die ßaumkurve^ be- 
züglich den linearen Komplex in § 29^ 14, entsprachen sich Punkt 
und Ebene des Baumes als Folr und Polarebene, bei der hier betrach- 
teten Verwandtschaft in bezug auf die Raumkurve, bezüglich das 
Flächenbündel und die Flächenscharschar § 31^ 2, entsprechen sich 
Punkt und Punkt; Ebene und Ebene des Baumes als konjugiert. 

Seien nun y^^ und y^' konjugierte Punkte, untereinander verbunden 
durch die Gleichungen (7), und v^ und v^' ihre Pota/rehenen, mit ihnen 
verbunden durch die Gleichungen § 29, (3), (3'): 

(19) 3t;i'«=2//, "f^i^-ys, ^z=^yi\ 3i;/ = -y/; 

(20) yi 3i?4, ys^^'s? ^3=^-^2, y4 = 3i;i 

und nach § 29, (4): 

(21) f^F, g^G, h = K 

Dann ist nach (19) und (7): 

Zv^^-2fy^-gy^, v^' = fy^-hy^, <= — fy^+hy^, 3t?/ gyi-2hy^, 

und dann nach (20) und (21): 

Zv; = ^Gv^ — 2nv^, 

und daher nach (7') t?^' und v^ Jconjugierte Ebenen, 

I. Die Polarebenen Uundn' zweier \ V. Die Pole Pund P" zweier konju- 



konjugierter Punkte P und P' sind 
konjugierte Ebenen}) 



gierter Ebenen 11 und IT sind kon- 
jugierte Punkte. 



Nach 3 ist die Gerade PP' die durch P gehende Sehne und die 
Gerade 11x12' die in 11 liegende Achse. Da nun P und 77 Pol und 
Polarebene sind, so folgt aus § 29, 7, II: 

IL Die Sehne s zweier konjugierter Punkte P und P" und die Achse 
a ihrer Polarebenen U und 11' sind zusammengehörig;^) die Endpunkte 



1) V. Staudt, Beiträge, S. 322. 

2) Cremona, Ann. di mat. (1) 2 (1869) S. 23. 



§ 32, 8—10 
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Ai und Xj der Sehne s sind die Schmiegungspunkte der durch die Achse 
a gehenden Schmiegungsebenen X^ und Aj (Fig. 51). 

Zugleich folgt mit Rücksicht auf 4 und § 29, 3: 

III. Die Involution konjugierter Punkte P, P' auf einer Sehne s und 
die Involution konjugierter Ebenen ü, II' an der 
zu>gehörigen Achse a liegen perspektiv (Fig. 51). 

Wird die Ebene 11 (Fig. 51) zu der Sehne s 
parallel, so halbiert die konjugierte Ebene 77' 
die Sehne ^X^^) 

9. Fol einer Ebene in bezug 
auf einen Aohsenkegelschnitt. Die 
Gleichung des Achsenkegelschnittes 
in der Schmiegungsebene k und 
des Sehnenkegels im Punkte A lautet 
nach § 26, (19') und (19): 




Fig. 51. 



(23) 



(22) AV + V + ^«^a^3~3>^X^i 
— 9 kv^v^ — Sv^v^ = 0. 

Der Pol einer Ebene v^ des Rau- 
mes in bezug auf den Achsenkegel- 
schnitt (22) hat die Koordinaten 
(II § 149, (30): 

gy^ = 2X^v^ + kv^ — 3t;^, 
QVb = — 3X^t?i 4- Iv^ + 2t;8, 
()y4 = -— 9At?i — St;^. 
Er liegt in der Ebene: 

(24) t;i<>:V:«^8^:V=l:~3A:3A^:-A» 

des Achsenkegelschnittes X selbst, 
wie denn mit (23) und (24) iden- 
tisch in A: 

(25) v,\+v,'y,+v,'y,+v,'y,^0. 



(230 



(220 y^^ + AV- ^2/2^3-^3^1 

Die Polarebene eines Punktes y^. 
im Baume in bezug auf den Sehnen- 
kegel (22') hat die Koordinaten (II 
§ 149, (3)): 

QV^ y^ + ky^, 

p«^8 = — yi — ^y2 + 2A*y8, 

Sie geht durch die Spitze: 

(24') y,':y,':ys':y,' = ^':X':X:l 

des Sehnenkegels k selbst, wie denn 
mit (23') und (24') identisch in Xi 

m 

(25') y,%,+y,\+y,\+y,\==0, 



10« Ort der Pole einer Ebene in bezug auf den laufenden. 
Aolisenkegelsclmltt. Da die rechten Seiten von (23), (23') in X qua- 
dratisch sind, so folgt: 



1) Cremona, Ann. di mat. (1) 2 (1859), S. 24. 
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Der Ort der Pole einer beliebigen 
festen Ebene v^ in heeug auf den 
laufenden ÄchsenJcegelschnitt k ist 
wieder ein Kegelschnitt,^) der y,Pol- 
hegdschnitt der Ebene Vj^'^. 



Die Polarebene eines beliebigen 
festen Pwnlctes y^ in be^ug auf den 
laufenden Sehnenkegel k umhüllen 
wieder einen Kegel 2, Kl}\ den 
yyPolarebenenTcegel der Punktes y\". 



Die Gleichungen (23) und (23') enthalten die Parameterdarstel- 
lung der Punkte des Polkegelschnittes der Ebene i?^, bezüglich der 
Tangentialebenen des Polarebenenkegels des Punktes ^^ in laufendem 
Parameter A. 

11. Die Ebene des Folkegelsehnittes. Durch Elimination von 
9, A*, k, 1 aus den vier Oleichungen (23) und (23') ergibt sich: 



Die Ebene des Polkegelschnittes 
der Ebene i?^ hat die Gleichung: 



(26) 



Vi 
8 


»« 


Vi 


2», 


Vi 


-3»! 


3 






3t;^ 



V 



8 



V. 



% 



— 3l74 

2v 



8 



«0. 



— 3t;i — Vj 

Die vier Unterdeterminanten der 
1. Kolonne^ die erste und vierte noch 
durch 3 geteilt, sind die Koordi- 
naten Vj^ der Ebene (26). Sie haben 
aber die Werte (7'), also: 

Zu jeder Ebene Vj^ ist die Ebene 
v^ ihres Polkegelschnittes die konju- 
gierte Ebene.^) 



Die Spitze des Polarebenenkegels 
des Punktes y^ hat die Gleichung: 
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Vi 



v. 



% - 



Vi 


y* 





2yj 


Vi 


y* 


Vi 


Vi 


^Pi 





-Vi 


-Vi 



= 0. 



Die vier Unterdeterminanten der 
1. Kolonne sind die Koordinaten 
y^' des Punktes (26'). Sie haben 
aber die Werte (7), also (wie all- 
gemeiner schon unter 1; 2): 

Zu jedem Punkte y^ ist die Spitze 
y^ seines Polarebenenkegdschnittes 
der konjugierte Punkt. 

Die Beziehung beider Ebenen oder Punkte ist daher auch reziprok. 



§ 33. Die Sclinittpunkte zweier konjugierter Ebenen mit der Kurve. 

1. Fragestellung. Durch einen Punkt y^ gehen drei Schmiegungs- 
ebenen A^, Ag, A3, durch den konjugierten Punkt yjj drei Schmiegungs- 
ebenen A^', Ag', Ag'. Eine Ebene Vj^ schneidet die Kurve in drei Punkten 
AjL, A2, Ag die konjugierte Ebene v^' in drei Punkten A/, Aj', Ag'. Zwischen 
2/4 und y^', Vj^ und t?^' bestehen die Beziehungen § 32, (7); (7'). Es 



S. 319. 



1) Cremona, Ann. di mat. 1 (1858), S. 288; Schröter, Oberfl. (1880), 



2) Cremona, Ann. di mat. 1 (1858), S. 288. 
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handelt sich nunmehr um die Auffindung direkter Begiehungen zwischen 
den Paramet&m Xj, A^, A, und i^', X^, A,', die ebenso, wie jene, reziprok 
sein müssen. 

2. Die einfachsten symmetrischen Fonktionen der Womeln einer 
kubischen Gleichung. Sind A^, A,, A, die Wurzeln der kubischen 
Gleichung: 

(1) A» + i)A» + 3A + r = 0, 
80 ist: 

(2) Ai + A, + A, = -i>, Kh + hK + K^-i> k^h r, 

und femer: 

fA,»+V+V=l»*-22, A,»A,« + A,»A,» + Ai»A,«-3«-2i»r, 

^1* + V + ^' !>' + 3l>3 - 3r, 

^»^.(^ + ^) + hKih + ^i) + ii^C^i + ^) =- 3r -pq, 



<3) 



3. Elubisohe Gleichung der drei Werte einer tmsymmetriBOhen. 
Punktion. Wir bilden nun diejenige kubische Gleichung: 

(4) k^+pX^ + ^X + r ==Q, 
deren Wurzeln die drei Werte: 

W ^ ■" i) + 3\ ' * "■ JP + 8^, ' * JP + 3^, 

einer dreiwertigen unsymmetrischen Funktion der drei Wurzeln X^, 
^2, Aj sind. Die Koeffizienten dieser Gleichung haben die Werte: 

(6) p' — (V + V+V), ff -VV + W+W; r — VW. 

Für den gemeinsamen Nenner von p\ g', r nach Einsetzung der Werte 

(5) ergibt sich mittels (2): 

(7) {p + 3Xj(p + 3A,)(i) + 3A3) « - (2p» - 9pg + 27 r) = - P, 
und für |)', g', r selbst mit Einsetzung der Werte (5): 



(8) 



P 

«' = ->- {(2-3^3 A,)(g-3AiA,)(i) + 3X,) + . .. + ...}, 



P 

wo die durch Punkte angedeuteten Glieder durch zyklische Vertau- 
schung Ton X^j X^, A3 entstehen. Die Berechnung der symmetrischen 
Funktionen von A^, X^y X^ geschieht dann mittels der Formeln (2) 
und (3), womit sich ergibt: 
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Die Koeffieienten der Tcub. Gleichung (4), welche die drei Wurzeln 
(5) hat, sind: 

(Q\ W 3(p«g-~6g» + 9pr) , 3(pg « — 6j?«r + 9gr) 

,_ 2g'— 9jpgr + 27r* ^v 
^ 2p»— 9p 24^27 r"' ^ 

Umgekehrt hat die Gleichung (4) die Wurzehi (5), wenn man den 
p\ q, r die Werte (9) gibt. 

4. Homogene Form des Satzes. Setzt man jetzt: 

/nrw ^ ^ d , b' , C , d' 

(10) !> = -„,?--,*• = -; |,=-„2 =-,, r =-,, 

80 nimmt der Satz unter 3 die Form an: 
Hat die Tcub. Gleichung: 

(11) ak^+hk^+cX + d = 
die Wurzeln Aj, l^, A3, 50 hat die hob, Gleichung: 

(12) aX^+Vk^+ cX + <?'« 

mit den Koeffizienten: 

|a'=27a«rf-9a6c + 26», V== 3{9abd - 6ac^+b^c), 
^^^^ \c' S(9acd-6b^d + hc^), d'= - (27odf»- 96cd + 2c») 

die Wurzeln l^\ k^\ X^ in (5). 

5. Anwendung des Satzes auf konjugierte Elemente. Setzt 
man nun in (11) und (12): 

«'= y*'» b'= — 3yj', c = 3y/, d'=- — y/; oder: 

(a = »1 , 6 = Va , c = Vj , d = «4 ; 

so nehmen die Gleichungen (11) und (12) die Form an: 

.^.v 1 y*^*- 3yjX»+ 3yjX - «/j = 0, 

^ ^ W;A»-3y,'A*+3y,'>l-y,' = 0; oder: 

.j,^ 1 fiA»+t;jA»+t)8A + r4-=0, 



(U) 



1) Cremona, Ann. di mat. (IX 2 (1869), S. 22. 
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und bestimmen nach § 24, (26') und (26) die durch die Punkte y^. und 
y^ gehendeu Schmiegungsebenen X^, Ag, ^,3 und A/, Ag', A3' oder die 
in den Ebenen Vj^ und v^' liegenden Kurvenpunkte A^, Ag, A3 und 
K> ^2? h' Zugleich aber gehen die Gleichungen (13) in die Glei- 
chungen § 32, (7) oder (7') über, welche ausdrücken, daß y^ und j//,. 
Vj^ und Vj^' koijjugiert sind. Daher ergeben sich die beiden Sätze: 

Gehen durch einen Funkt y^^ die Liegen in einer Ebene Vj^ die drei 
drei Schmiegungsebenen A^, Ag, Ag^ Kurvenpunkte A^, Ag, A3, so liegen 



in der konjugierten Ebene die drei 
Kurvenpunkte: 



so gehen durch den konjugierten 
Punkt y^ die drei Schmiegungs- 
ebenen: 

3 ' ^ A^ Ag Ag A3 A3 A^ 

Wird Ag« Ag, so ergibt sich in Übereinstimmung mit § 32, 0, III: 

(1 V ^1 ^^ ^2 '^ ^3 ^™ ^2> 

da jeder Tangentialebene A^AgAg die Schmiegungsebene AgAgAg konju- 
giert ist. 

Wird Ai=Ag=A3, so wird: 
(18) Ai', Ag', Aj', unbestimmt, 

da jeder Schmiegungsebene X^X^l^ jede Tangentialebene AjA^Aq bei un- 
bestimmtem Aq konjugiert ist. 

6. Bedeutung der Farameterbeziehung. Schreibt man die 
Gleichungen (16) in der Form: 

(lyj Aj Aj '2(^1 "r A^ j(Ag -[- A3) + AgAg = U, . . ., . . ., 

80 erkennt man nach § 30, 2: 

Die Punkte oder Schmiegungsebenen A^'; Ag'; A3' sind bezüglich die 
vierten harmonischen Elemente zu A^ und Ag, A3; zu Ag und A3, A^; zu 
A3 und Aj, Ag. 

Gegenüber den Gleichungen § 32, (7), (7'), die sich auf das ka- 
nonische Koordinätentetraeder der Gleichungen § 24, (22) beziehen^ 
sind die Parameterbeziehungen (16) zwischen den konjugierten Ele- 
menten von der Wahl des Koordinatentetraeders unabhängig, aber 
auch gegen jede lineare Transformation des Parameters invariant 
(I § 6, 10). 
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7. Die Realitätsverhältnisse konjugierter Elemente. Je nach- 
dem die Parameter X^, X^, A3 alle drei reell oder einer reell uad zwei 
konjugiert komplex sind^ gilt das Entsprechende nach (16) auch für 

^17 Aj , A3 . 

Je nachdem daher unter den in einer Ebene liegenden Kurven- 
punJden drei reelle oder ein reeller sich befinden, sind amh von den in 
der konjugierten Ebene enthaltenen KurvenpunUen drei oder einer redl. 

Der duale Satz bezieht sich auf die Schmiegungsebeaen an zwei 
konjugierten Punkten. 

8« Involution konjugierter Elemente. Die nicht homogenen Ko- 
effizienten (10) erhalten durch die Annahme (14), (14') die Werte: 

(20) i) = -^, 2 = ^, r--^: (20') i>-^, 2 = "^, r = -*. 

^ ' Vi. Vi y* ^ ^ »1 «I »1 

Danach wird mit Rücksicht auf § 24, (33) gleichzeitig: 



^i*ifiQ. — 9r) — — G, 
lV(2*-3l>r)=>-Ä 



fy*V-38) = -9/; 

(21) yAi>« - 90 - - 9^, (21') 

Setzt man nun zur Abkürzung: 

(22) Ä = _(A, + A/), T-A,V, 

SO wird nach (5) unter Benutzung der aus (2) folgenden Beziehung: 

Q^ g g+j>^i rp ^ 3r + g Xt 
P + '^h' JP + 3X,* 

Ordnet man diese Gleichungen nach A^: 

(3S- 22))A,+ (2>S- 2g) ^ 0, {^T ^ q)k, + (pT- 3r) »0, 

80 folgt durch Elimination von A^: 

(p«_ 32)T - \{pq - 9r)S + («»- 3pr) = 
oder nach (22): 

O» - 3q)k^X,' + \{pq - 9r)iX, + X,') + (g* - Spr) - 0. 

Da hier die Koeffizienten nach (2) in A^, Ag, Ag symmetrisch sind, 
muß dieselbe Gleichung auch mit A^, A^' und A3, A3' für A^, A^' gelten: 
Sind Ai, Ag, A3 und A/, Ag', Ag' durch (16) verknüpfte Schmie- 
gungsebenen konjugierter Punkte yj^, t/^' oder Schnittpunkte konjugierter 
Ebenen Vj^, i;^', so gehören die Paare A^, Aj'; Ag, Ag'; Aj, A3' der Invo- 
lution an: 

(23) (2,«- dq)Xl' + ^(j>q - 9r){X + X') + (««- Spr) = 0. 
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Die Gleichung (23) lautet, wenn man einen Augenblick a, /J, y 
für ^1, X,, Ag schreibt, ausführlich: 

(24) («2 + ^2 ^ y2 _ ^y _ y ^ _ a/3) A r 

+ i3V* + y^a* + a*/J* - (a + i3 + y)aj8y =- 0. 

Da sie jedoch nach (21) und (21') auch in der Form geschrieben 
werden kann: 

(25) fix + \g{X + A') + Ä - 0; (25') FIX + |6?(A + A') + fl = 

so entsprechen die Doppelelemente der Involution (§ 30, (5)) den qua- 
dratischen Gleichungen: 

(26) A« + ^A + Ä = 0; (26') i^A^ ÖA + ff = 0. 

Da dies aber nach § 26, (3); (3') diejenigen sind, welche die Sehne des 
Punktes y^ oder die Achse der Ebene Vj^ bestimmen, so folgt mit 
Rucksicht auf § 32, 3: 



Die Schmiegungspunkte A^, A^'; A^, 

^'j hy ^s' ^^ sechs Schmiegungs- 
ebenen, die im Sinne von (16) durch 
jswei Jconju^fierte Punkte xfj^ und y/ 
gehen, gehören der Involutivn von 
Punkten der Raumkurve an, deren 
Doppelpunkte die Endpunkte der 
Sehne yj^y^ sind. 



Die Schmiegungsebenen A^, A/; Ag, 
Ag'; X^,X^ der sechs Kurvenpunkte die 
im Sinne von (16) in zwei konjugier- 
ten Ebenen Vj^ und t?^' liegen, gehören 
dei: Involution von Schmiegungsebe- 
nen an, deren Doppelebenen die 
Schmiegungsebenen der Achse Vj^xvj^ 
sind. 



9. Einführung der Ebene dreier Karv^enpankte als Eoordinä 
tenebene. Die Gleichung der Ebene 77, welche durch drei Punkte 
Ky ^2» ^s ^®^ Kurve bestimmt ist, lautet 
nach § 24, (28) mit der Bedeutung (2) 
von p, q, r: 

(27) y^ + py^ + qy^ + ry^ = 0. 

Der Pol P dieser Ebene ist nach § 29, (3') : 

(28) yi 3r, y^ -- q, y^ p, y4, = 3. 

Die Schnittpunkte J^, J^, J^ der Kanten 
J^J^, JJf^j J^J% mit der Ebene 11 haben 
die Koordinaten: r, 0, 0, — 1; 0, r, 0, — jp; 
0, 0, r, — q. Bezeichnet man daher die 
Koordinaten in bezug auf das neue Ko- 
ordinatentetraeder Jx^^^^J^^ C^^g- 52) mit z^ 




'*> 



'Jg I^g. 52. 

so bestehen zwischen 



alten und neuen Koordinaten die Gleichungen (I § 63, (25)): 
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(29) !/i=^^i, Vi-rz^, yj^^^s; ^4 ^i -P^s-«^» +^4; 

oder umgekehrt: 

(30) rz^ = yi, rz^ = y^; ^'^s = Vs; ^^4 ^ Vi +Pyi + ff^s + ^^4* 
Im neuen System erhält daher die Ebene 77 die Gleichung: 

(31) z^Q 
und ihr Pol P die Koordinaten: 

(32) ^j = -3r, ^i = g, i^s^ Pj ^4=0. 

10. Harmonikale im Dreieck dreier Kurvenpunkte. Die Seiten 
des Dreiecks A^A^A,^ also die Sehnen A^Ag, AgA^; A^A^ werden im 
Baume durch je ;gf«;ei Gleichungen dargestellt, die Gleichung der Ebene 
77 = Aj Ag Ag einerseits : 

(33) yi- (A,+ A3+ A3)y,+ (A^A« + AgA^ + AiA,)y3- A^A^Agy^^ 

und die Gleichung ihrer Verbindungsebenen AjAjO, A^A^O, AjA^O mit 
dem Punkte J^ (A - in § 24, (22)): 

(34) yi — (A, + A8)ya + A, Ajy« - 0, y^ - (Ag + Ajy^ + Ag A^yg = 0, 

woraus sich jeweils wieder die Darstellung § 25, (1) ergibt. 

In der Ebene (33) oder (27) oder (31) aber, bezogen auf das Koor- 
dinatendreieck J^J^J^ lauten die Gleichungen der drei Seiten de» 
Dreiecks A^AjAg nach (34) und (29): 

(35)Zi=^i-(A2+A3);er8+A3Ag0g=O, X2 = ;8r^- (Ag+ A>j+ AgA^^erg^O,. 

^8 =- ^1 - (^1 + ^2)^2 + K ^2^8 = 0- 

Die Gleichung der Harmonikale eines Punktes z^^, z^, z^ in bezug: 
auf das Dreieck ist (I § 26, (10)): 

(36) f-o + fo + fo = 0, 

wo X^, X^j Xg® die für den Punkt j6f/ gebildeten Werte von X^y, 
Xj, Xg sind. Für den Punkt (32) ist nun mit Rücksicht auf (2): 

(37) Xi«= 3AiA,Ag- (A2+ Ag)(A,Ag+ AgAi+ A^A,) 

"1 A2 Ag (Aj -f- Ag + Ag) = Aj (Aj Ag) ,...,... 

Die Gleichung der Harmonikale des Punktes (32) ist daher: 

^1 J ^^2 I -^8 ^ A 



oder mit Rückkehr zum räumlichen Koordinatensystem: 

Sind Ai, A,, Ag die Schnittpunkte einer Ebene 11 mit der Baum- 
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Icwrve, so hat die Harmonikale des Poles P der Ebene, der in ihr sdhst 
liegt j in iezug auf das Dreieck l^X^k^ die Gleichungen:^) 



(38) 



Vi - ih + i»)y. + ^i.^s y» ^ Vijz (^B + K)yi + h h y* 



Z,{I,~X,)« 



, yi — (^i + ^)y» + ^^y5 _ a 



11« Einführung der Koeffizienten an Stelle der Wurzeln. Die 

«rste Gleichung (38) erhält durch Einführung von p, g, r die Form 
(27); wir wollen auch die zweite inp, g, r darstellen. Die zweite Glei- 
chung (38) hat die Form: 
(39) Ay, - By, + Cy, - 0, 

wo A, By G symmetrische Funktionen von X^y Aj, X^ sind: 

A « ^3^3(^3 ~ AO«(A, - A,)^ + .. + .. ; 

(40) B = x,k,{k, + k;){x, - x,)\x^ - x,y + .. + ••; 
l c = x^n,\x, - x;)\x^ - x^y + •• + •• 

Nun ist zunächst: 

(Aj - Ai)«(Ai - A,)» = 3 V - 2Xi»(ii + A, + A,) + 6A,%A, 

— ^X^X^X^iXi + ^2 "f" ^8/ "t" (^a ^8 + ^8 ^1 "l" ^1 ^2 )> 

und mit Rücksicht auf (2) und (3): 

(41) (A3 - X^)\X^ - Aj)« - 3Ai* + 2i)Ai» - &rX^ + «* ~ 4i?r. 

Mit Benutzung der Formeln (2), (3) ergibt sich alsdann: 

A = 3r(2)» — ipq + 3r) — 2pr{f - 2g) + 18r2 + q{q^ - 4i?r) 

== i?V — 92?gr + g' + 27r*, 
B = — 3r(p*g — 2g'^ — pr) — 2pr{^r —pq) — 12 pr^ 

+ {q^ — 42?r)(3r — i?g) = %p^qr + Qg^r —jpg* — 21 pr^, 
C = 3r«(p« - 2q) ~ 2i>V^ + 6qr^ + (q^ - 4pr)(q^ - 2pr) 

' -{^pr-q'Y^ 

Die beiden Gleichungen (38) können daher in der Form geschrieben 
werden: 

yt+py2 + Qys + ^y^^o, 

(43) i{(pg-9r)^-(p«-3g)(g2-3i)r)}yi + (pg-9r)(g^-3i>r).v, 
+iSpr-qyys-0') 

1) Cremona, Ann. di mat (1) 2 (1869), S. 21, wo IJX^ — ^Ij)' far 
JLi(Ij* + Z,*) zu lesen ist. 

2) Cremona, Ann. di mat. 2 (1859), S. 23. 



(42) 
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oder in der Bezeichnung (20^) mit Rücksicht auf (21'): 

Dies sind aber nach § 32, (18') die Gleichungen der Achse, in der 
die Ebene Vj^ von ihrer konjugierten Vj^' geschnitten wird. Wegen der 
Reziprozität zweier konjugierter Ebenen folgt daher unter Hinzunahme 
des dualen Satzes: 



Die Schnittachse zweier konju- 
gierter Ebenen ist in jeder von ihnen 
die Harmonilcale des Poles der Ebene 
in bezug auf das Dreieck ihrer drei 
Schnittpunkte mit der Kurve}) 



Die Verbindungssehne zweier kon- 
jugierter Funkte ist an jedem von 
ihnen die Harmonikale der Polar- 
ebene des Punktes in bezug auf das 
Dreiflach der drei dwrch ihn gehen- 
den Schmiegungsebenen, 



§ 34. Das an eine Ebene sich anlehnende Hanpttetraeder. 

1« Konjugierte Ebenen durch die Sohmiegungsstrahlen eines 
Schmiegungstetraeders. Das Schmiegungstetraeder J^J^J^J^y auf das 
sich die Gleichungen § 28, (1) beziehen, hat nach § 28, 4 zwei Gegen- 
kanten, die SchmieguDgsstrahlen sind, die Kanten J^J^ und J^J^, 
Irgendeine durch die Kante J^J^ (^s =* 0, y^ = 0) gehende Ebene hat 
die Gleichung: v^y^ + ^4^/4 =* oder die Koordinaten: 0, t?g, 0, v^. Die 
konjugierte Ebene ist nach § 32, (7'): v^, 0, 9t7^, oder v^y^ + ^'^iV^ = ^7 
geht also durch die Kante J^J^{yi = 0, y^ == 0). Irgendeine durch die 
Kante J^J^^ gehende Ebene v^, 0, v^^O hat die konjugierte 0, 91;^, 0, Vg^ 
die wiederum durch J^J^ geht. Da JxJ^J^J4^ ein beliebiges Schmie- 
gungstetraeder ist, so gilt das entsprechende für jedes solche. 

Sagen wir daher von einem Schmiegungstetraeder P^P^P^P^y daß 
es sich an eine Ebene anlehnt, wenn eine der beiden Kanten P^P^ 
und P2P4, welche Schmiegungsstrahlen sind, in der Ebene liegt, so 
gilt der Satz: 

Lehnt sich ein Schmiegungstetrasder an eine Ebene 11 an, so lehnt 
es sich auch an die konjugierte Ebene U' an, 

2« Konjugierte Funkte auf den zwei Schmiegungsstrahlen. Da 
die Kante P^P^ nach § 29, 9, II ihre eigene reziproke Polare ist^ 
so daß der Pol jeder durch sie gehenden Ebene auf ihr selbst liegt^ 
so folgt weiter: 



1) Cremona, Ann. di mat. (1) 2, S. 21; Nouv. Ann. (2) 1 (1862), S. 297; 
H. Schröter, Oberfl. (1880), S. 288; St. Jolles, J. f. Math. 130 (1906), S. 270. 
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Lehnt sich ein Schmie'gungstetraeder P^P^P^P^ an zwei hmjugierte 
Ebenen II und 77' an, so daß die Kanten P^P^ und P^P^ bemglich 
mit 77 und 11' vereinigt liegen, so liegen auch die Pole P und P' der 
leiden Ebenen bezüglich mit den Kanten P^P^ und P^Pi vereinigt. 

Diese Pole sind nach § 32, 8, V wieder konjugiert. 

3. Die drei Sohmiegungstetraeder, die sich an eine Ebene an- 
leimen. Ein Schmiegungstetraeder P^P^P^P^ ist nach § 28, 2 durch 
zwei Punkte P^ und P^ der Kurve, seine HauptecJcen, mit den Para- 
metern a und ß bestimmt, worauf die Ecken P^ und Pg, die nicht 
auf der Kurve liegen, die Koordinaten § 28, (5) haben. 

Sei nun auf das Schmiegungstetraeder J^J^J^J^ bezogen: 

(1) ^1^1 + «^2^8 + ^zVz + ^^Vi = 

die Gleichung einer gegebenen Ebene 7T, welche die Kurve in den 
drei Punkten /S^, /Jj, ^3 schneidet, so daß nach § 24, (27): 

(2) l""'^^' ^2--(ßi+ß2 + ßs)> v,=^ß,ß, + ß,ß,+ß,ß„ 

Jeder der drei Punkte genügt der Gleichung 3. Grades § 24, (26), so 
daß etwa für ß^: 

(3) v,ß,^ + v,ß,' + v,ß, + v^^O, 

Wir wählen nun ß^ als eine Hauptecke Pj eines neuen Schmiegungs- 
tetraeders P1P2P3P4 und suchen die andere Hauptecke P^ = a^ so 
zu bestimmen, daß die Ecke P3 und daher auch die Kante PiPg in 
der Ebene (1) liegt, also das Schmiegungstetraeder sich an die Ebene 
(1) anlehnt. Es muß dann nach § 28, (5) sein: 

Sv^a^'ß, + v^a,{a^ + 2ft) + ^3(2«^ + /JJ + 3^^ = 

oder, wenn die mit 3 multiplizierte Gleichung (3) subtrahiert und der 
nicht verschwindende Faktor «^ — /S^ gestrichen wird: 

(4) Sv,(a, + ß,)ß, + v,{a, + 3/30 + 2v, = 0. 
Setzt man aber hier die Werte (2) ein, so ergibt sich: 

0,(2 ß, - A - /3,) - (ß,ß, + ß,ß, - 2ßM = 
und damit: 

^^^ "' ~ ~w-ßr-~ßr 

Ebenso hätte sich, wenn man jS^ oder ß^ als Ecke P^ genommen hätte^ 
für die Ecke P^ ergeben: 
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Daher folgt mit Rücksicht auf § 33, (16): 

I. Es gilt im allgemeinen drei Schmiegungstetraeder P^^ P^^ P^ P[^y 
i =» 1, 2, 3, die sich an eine gegebene Ebene 11 anlehnen. Die PunM- 
pa^re P^^ = ß^, P^ = a,., welche die Hauptecken der drei Schmiegungs- 
tetraeder abgeben, bestehen je aus einem der drei Schnittpunkte ß^ der 
Ebene U mit der Kurve und dem jedesmal gleichnamigen der drei 
Schnittpunkte a. der konjugierten Ebene 11' mit der Kurve 

4« Die Kanten der drei Sohmiegongstetraeder. Nach 2 folgt 
alsdaun weiter: 

n. Die Karden P^Pf dieser drei Schmiegungstetraeder gehen alle 
drei durch den Pol P der Ebene 11 und die Kanten P^P^ aUe drei 
durch den Pol P' der Ebene n\ 

Sie sind die Verbindungslinien der drei in der Ebene 77 oder 77' 
liegenden Eurvenpunkte mit dem Pol P oder P\ Gleichzeitig folgt 
aus § 28, 6: 

III. Die Sehnen der Kurve, welche die beiden Karden P^P!^ wnd 
P^^P^^ schneiden, werden von diesen jedesmal (i = 1, 2, 3) harmonisch 
geteilt. 

Allgemein ist die Kante PiP^ oder P2P4 des Schmiegungstetrae- 
ders mit den Hauptecken P^ = j3 und P^^ a durch die 2. und 4. 
oder 1. und 3. Gleichung § 28, (4) dargestellt, wofür unter Elimina- 
tion von 2/4 und y^ die Gleichungenpaare: 

(« + ß)ifi - (3a + ß)ßy, + 2aß'y, = 0, 
\2y, -(a + 3/3)y, + (a + ß)ßy^ = 0; 

(« + %!-«(« + 3/3)y, + 2««|3y3 = 0, 
'.2y, - (3a + /3)y, + «(a + /3)y^ = 0. 

«iatreten können. Sie geben mit a, ß = «,., ß^, i = 1, 2, 3, die Kanten 

P^)P[^ und P^')P^l 



(6) 



<7) 



5. Besondere Lage der Ebene. Die drei Schnittpunkte ß^, ß^y ß^ 
der gegebenen Ebene (1) mit der Kurve waren zunächst getrennt 
vorausgesetzt. 

Fallen jedoch zwei zusammen, ß^ = ß^, so werden nach § 33, (17) 
4ie Werte (5) gleich: «j «= cc^ = «g = /Sg. Da für ein Schmiegungs- 
tetraeder (§ 28, 2) stets a + /3 sein muß, bleibt dann von den drei 
Wertepaaren /3^, «^ nur das eine ft, a^ = ß^ übrig. Die Ebene 7T ist 
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die Tangentialebene ß^ß^ßi =^ o^i^ßi ^^^ itre konjugierte 77' die 
Sehmiegungsebene ß^ ß^ ß^ == a^ a^ a^ (§ 32, 6, III) : 

I. An eine gegebene Tangentialebene Tl, die im Punkte ß^ =• a^ die 
Kurve berührt und sie außerdem in ß^ schneidetj lehnt sich nur ein ein- 
ziges Schmiegungstetraeder P^P^P^P^ an mit den Hauptecken Pi = /S^, 
P^ = «1. 

Die Ebenen 77 und 77' sind nach § 28, (3) selbst seine Ebenen 
77s, = P3P1P4 ^d 77i « P^PsP^y ihre Pole P und P' nach § 29, 9, I 
seine Ecken Pj und P4. 

Fallen alle drei Punkte /Ji = /Sj = ^3 zusammen, werden a^, «j, «3 
unbestimmt, die Ebene 77 ist die Sehmiegungsebene ßißxß\} diö kon- 
jugierte 77' kann jede Tangentialebene ßxßi^Q in ß^ sein (§ 32, 6, III): 

II. An eine gegebene Sehmiegungsebene 11, die im Punkte ß^ der 
Kurve sich anschmiegt, leimen sich 00^ Schmiegungstetraeder an mit den 
Hauptecken P^ == ß^ und P^ = l^ mit beliebigem Aq. 

Die Ebenen 77 und 77' sind selbst seine Ebenen JT^^PiP^Pg und 
n^ = P^P^P^, ihre Pole P und P' seine Ecken P^ und P,. 

6. Die drei an eine Ebene sieh anlehnenden Koordinaten- 
tetraeder. Die drei in der gegebenen Ebene 77 liegenden, reell und 
getrennt angenommenen Kurvenpunkte, sollen jetzt, was nach § 24, 4, II 
keine Beschränkung ist, die besonderen Parameter: 

<8) ^1 = 00, ft = l, A = -l 

haben, worauf nach (5) die in der konjugierten Ebene 77' liegenden 

Punkte werden: 

(9) «1 = 0, «3 = — 3, «3=3. 

Die Haupteckenpaare der drei an die Ebene 77 sich anlehnenden 
Schmiegungstetraeder sind alsdann nach 3, I: 

<10) Ji, Ji = oo, 0; e7;, J,' = l, -3; J/'eT," = - 1, 3. 

Das erste ist das Koordinatentetraeder, auf das sich, mit dem Ein- 
heitspunkt Jq{X == 1), die Parameterdarstellung § 28, (1): 

(11) Vi-^^ 2/2 = ^^ 2/8 = ^; 2/4 = 1; 
<11') Vi = l, ^2 3;i, ^3 = 3^^ v^ X» 

bezieht. Für das zweite und dritte hat die Parameterdarstellung nach 
§ 28, (9) ebenfalls die Form : 

^ ^ lyr = r«, %" = n y3" = r, y;' = i, 

Stande: Kubieche Kegelschnitte 14 
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wenn die neuen Parameter, aus § 28, (8) mit a, /J, y =« — 3, 1,-1; 
3, — 1, oo: 

(13) ^'--.^. ^"-\^ 

und die Einheitspunkte Jq(1 = — 1) und Jq\1 = oo) eingeführt werden. 

I. Führt mcm die drei an die Ebene der drei Kurvenpwnkte (8) 
sich anlehnenden Schmiegwngstetraeder als Koordinatentetraeder ein, so 
sind (11), (12) die zugehörigen kanonischen ParameterdarsteUungen der 
BoMmTmrve und bestehen zwischen ^, A', k" die Beziehungen (13). 

IL Die Kantenpaare J^J^ und J^J^, ^z^x ^^d J^J^, <^"«^i" **^ 
J^'J^' teüen alsdann nach § 28, 6 alle die Sehnen l^X^y ^i^^y K' K' 
der Kurve harmonisch, für die bezüglich: 

(14) Ai + Ag^o, V + V--0, v' + V-=o 

oder nach (13) in dem ersten Parameter X ausgedrückt: 
(15) ^s — "~ '^; ^2 '^ "~ i~Tiri y ^2 ^ r^^ * 

7. Das an eine Ebene sich anlehnende Haupttetraeder. I. Um 
nun die drei an die Ehene 11 sich anlehnenden Schmiegungstetraeder 
gleichmäßig zu benutzen, führen wir das an die Ebene TL sich an- 
lehnende Haupttetraeder E^E^E^E^ ein. Seine Ecken E^^E^, E^ sollen die 
in der Ebene 11 liegenden Kurvenpunkte (8), seine Ecke E^ der Pol P' 
der zur Ebene 11 konjugierten Ebene /Z" sein. 

Die Koordinaten der neuen Ecken E^, E^, E^ in bezug auf das 
Tetraeder J^J^J^J^ folgen nach (8) mit A = oo, 1, — 1 aus (11): 

(16) yi, y«, y«, y* = l, 0, 0, 0; 1, l, 1, l; - 1, l, - l, l. 

Ihre Verbindungsebene hat nach § 24, (28) die Gleichung: 

(17) JT:y,-y,= 0, 

die konjugierte Ebene JT' nach §32,(7') (t)i=0,V2=l,«j=0,»^-- — 1): 

(18) J3': yi-9y,-0. 

Die Pole P und P' ^E^ dieser beiden Ebenen haben nach § 29, (3') 
die Koordinaten: 

(19) yi^ y%y Vsy y* = 3, O, — I, O und 0, 3, 0, — 1 . 

IL Indem wir den drei Koordinatengruppen (16) und der zweiten(19) 
noch die Faktoren 8, — • 1, 1, 2 hinzufügen (I § 63, (6)), erhalten wir, 
bis auf einen jeweiligen Proportionalitätsfaktor, folgende Beziehungen 
zwischen den auf die Tetraeder J^J^J^^i, wnrf E^E^E^E^ bezogenen 
Punkt' und Ebenen-Koordinaten yj^, Vj^ und rc^, Uj^ (I § 63, (25); (26)): 
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(20) 



(22) 



Vi- 


öajj ^2 »^S? 


yj- 


^2 + a:« + 6j«^4; 


y»- 


^2 Xj, 


y«- 


iTg + rrj 2a;4; 


»i- 


%; 


r,= 


-Wj + Wa+M^, 


«'« = 


% 4ti2 4tl8, 


U^- 


3mj + 3ti3 W4; 



(21) 



'a:, « 



X, 



a;.= 



.a;^ = 



rwi 



(23) 



Wo=» 



w.== 



w. 



y«-4y3+3y^, 

— Vj— Vj— Vj— v^^ 

— Vj + V^ — »3 + V^^ 

6t7, — 2v^. 



S. FarameterdarBtellniig im Haupttetraeder. Setzt man nun in 
(21) und (23) die Werte (11) und (11') ein, so ergibt sich: 

In hezug auf dobs an [die Ebene der drei Punkte X =- 00, 1, —- 1 
der Raumhurve (11), (IT) sich anlehnende HaupUetra^der E^E^E^E^ 
lautet die Parameterdarstellung ihrer Punkte und Ebenen: 



(24) 



(x^^ l\k - l)il + 1), 
= -(A + 3)(A + l), 



u. 



X, 



^8«(^-3)(^-l), 



(25) 



.-8, 
u, = (A - 1)», 

|t*3«-(X+l)», 

U^=2A(A + 3)(A-3). 



U,==(A-1)(A + 1); 

Da die Ecken E^yE^^E^ die Punkte A — cx), 1,-1 der Kurve 
sind, hat die Oleichung x^^O nach (24) die Wurzeln A — c», 1,-1 
und haben die Gleichungen u^ — 0, m^ = 0, W3 »= nach (25) je drei- 
fach die Wurzel A = 00, 1, - 1 (§ 24, 6). Da E^ der Pol der Ebene 
der drei Punkte A = 0, — 3, 3 in (9), also nach § 29, 1 der Schnitt- 
punkt der drei Schmiegungsebenen A = 0, — 3, 3 ist, gibt die Glei- 
chung W4 = nach (25) diese Werte von A als Wurzeln. Die drei Punkte 
A=«0, —3,3 liegen wiederum nach (24) bezüglich in den Ebenen 
x^ = 0, rCj =» 0, x^ *= 0. 

Die konjugierten Ebenen JTund iT' in (17) und (18), jetzt E4 und 
etwa Eq genannt, haben nach (20) im neuen System die Gleichungen^): 

(26) E^:a:^'=0; E^ix^-^ x^-\- x^^O^ 

und ihre Pole P und P' in (19), jetzt etwa E^ und E^ genannt, er- 
halten die Gleichungen: 

(27) ^o-Wi + W2 + W8«0; E^iu^^Q, 

Eq und Eq treten als weitere Bestandteile zu dem Haupttetraeder hinzu. 



1) Gremona, Ann. di mat. 2 (1859), S. 26. 
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9. Zyklische Vertausohung dreier Kanten des Haupttetraeders. 

Entnimmt man aus (24) die Verhältnisse von x^, x^, x^ zu x^ und führt 
alsdann mittels der Gleichungen (13) einmal l' und einmal k" ein, so 
erhält man die folgende dreifache Darstellung der Baumkurve im 
Haupttetraeder: 

(28) --^, -=-~^, -=-^; 

^ ^ x^ ^ x^ ;l— 1' x^ x + i' 

VoQ'x 3_ *> — 3 x^ y x^ * ~r 3 ^ 

^^^^ 'x^~r+i> x^^^' x^~ r-1' 

/9ft"\ *^^ A -j- 3 X^ A, 3 iCj .f, 

^^^ ^ 'x^ Jr^^' ^~r+i' ^" 

Hiernach entspricht einer zyklischen Vertauschung der Parameter l, 
X\ A" eine solche der Koordinaten x^, x^y x^. Wie die Substitution 
(21) von (11) zu (28) führte, so würden in der Tat die aus (21) mit 
yjj.' und y^" für y^ und mit zyklischer Vertauschung von x^, x^y x^ 
hervorgehenden Substitutionen von (12) zu (28') und j;^28") führen. 
Man erhält daher aus (20) durch zweimalige zyklische Vertauschung 
von a?i, a?2, x^ die Koordinaten y/, y^', yg', y/ und y/', y^\ y^\yl' in x^^ 
x^yX^y x^ ausgedrückt. Daraus folgt aber mit Rücksicht auf 7, I: 

Einer zyMischen Vertauschung der drei an die Ebene E^ sich an- 
lehnenden Schmiegungstetraeder entspricht nur eine zyUisdie Vertauschung 
der drei Koordinaten x^,x^,x^ in dem einen an dieselbe Ebene sich 
anlehnenden Haupttetraeder}) 

10« Die drei Reihen harmonisch geteilter Sehnen. Nun haben die 
Kanten J^J^ und Jg«^ ^^^ ersten Schmiegungstetraeders J^J^J^J^ in 
6 in bezug auf dieses die Gleichungen: 

oder nach (20) in bezug auf E^E^E^E^: 

Xa "~~" Xq — \J • Xa V • **/ j ~-~" V/ , Xa ~\~ Xq — ' v • 

Durch zyklische Vertauschung von x^jX^yX^ müssen nach 9 die 
Kanten J^'Ji und J'^Jl\ J%J\ und J^^'Jl' der beiden anderen Schmie- 
gungstetraeder entstehen, so daß mit Bücksicht auf 6, H folgt: 

Von den drei Linienpaaren: 

Xa ^^ V' « Xq "T" X-t '^ 7 I Xo V/ , X-^ ^~ X^ ~~~ ^ , 

— X^^Oy X^=^ 



/Oq\ j*^! — > ^2 ~(" ^3 — 0; 1^2 — ^7 ^3 I ^1 — ^7 j^3 

\x^ — x^^Oy x^=0'^\x^—x^ = 0, x^=0', [x^ 



1) Vgl. die zyklische Beziehung bei Reye, G. d. L. 2 (1892), S. 208. 
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werden die Sehnen A^A^ ha/rmonisch geteilt, fwr die bezüglich: 

Die ersten Linien der drei Paare (29) liegen alle in der Ebene E^ 
in (26) und gehen alle durch deren Pol E^ in (27), die zweiten Linien 
liegen alle in der Ebene E^ und gehen alle durch deren Pol JEq (4, II). 

Zu jeder der drei Reihen von Sehnen (30) gehören zwei Tangenten,^ 
die Tangenten in den Punkten A = c» und A = 0; A = 1 und A = — 3; 
A = — 1 und A =■ 3. 

11« Die Hyperboloide der harmonisch geteilten Sehnen. Den 
Ort der Sehnen, für deren Endpunkte A^, Ag die erste Bedingung (30) 
besteht, bildet nach § 28, (15) das Hyperboloid: 

überträgt man diese Gleichung durch (20) in das neue System 
und fügt die durch zyklische Vertauschung von fl?i, iCj, x^ entstehenden 
Gleichungen hinzu, so folgt: 

Die drei, Reihen von Sehnen, die dwrch die drei lAnienpaare (29) 
harmonisch geteilt werden, liegen bezüglich auf den drei Hyperboloiden: 

' J^-i ^™ «^o •*/< X\ JCa —^ 2j Xh oCä i~ oCo cot "i" •«/• Xa -— yj , 
(31) -ffj = x^x^ — x^x^ — 2x^x^ + x^x^ + x^x^ = 0, 

^ ^^3 ^~ Xa Xo "■"" Xo X* iJ Xa Xi "f" X\ Xä i" Xa Xa ■"" yJ • 

Sie gehören infolge der Identität: 

einem Büschel an und haben außer der Raumkurye noch die Sehne: 
\&}uj x-t I Xa : *Z/o ^^ X I JL : X 

gemein (§ 31, 6, II), diejenige imeigentliche Sehne, die durch die 
nicht auf der Kurve liegende Ecke E^ des Haupttetraeders geht. 

12. Darstellung der Raumkurve im Haupttetraeder ohne Para- 
meter. Der Sehnenkegel des Punktes A = oo ist nach § 26, (18): 

überträgt man ihn mittels (20) in die neuen Koordinaten und fügt 
die durch zyklische Vertauschung entstehenden Sehnenkegel der Punkte 
A = 1 und A = — 1 hinzu, so folgt im Sinne von § 24, (33): 

I. Die Baumlcurve ist in bezug auf das Haupttetraeder durch die 
Gleichungen der Sehnenkegel in den drei Punkten E^,E^, E^ dargestellt: 
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(33) 



{ 



^»^8 + (^2—^5)^4 + 3a;4*= 0, x^x^ + (x^— x^)x^+3x^^^0, 

^1^2 + (^1 — ^2)^4 + 3ic/ =» 0. 

Je zwei von ihnen haben eine Seite des Dreiecks E^E^E^ gemein. 
Verbindet man die Gleichungen (33) mit den homogenen Parametern 
^yöfty so ergibt sich weiter (§ 31, 2): 

U. Das Bündel dUer durch die Raumkurve (33) gehenden Flächen 
ä. 0. hai die Gleidiv/ng: 

l +3(p + (r + T)a;,«-0. 

13. Folarbesiehung und linearer Komplex. Setzt man in (23) 
für Vj^ die Werte § 29, (3), mit (> =» 1, und alsdann für y^ wieder die 
Werte (20) ein, so ergibt sich: 

Zwischen Fol und Polarebene bestehen in bezug auf das HaupUetra- 
eder die Beziehungen: 

' U^= X^ — ^3 "T ^X^j 
«*2'=^8— ^l+2a?4, 
^8"= ^1 — ^2+ 2^:4, 

l M4 «= — 2a?i — 2a;, — 2x^ ; 

Sie drücken zugleich die Polarverwandtschaft in bezug auf den 
linearen Komplex (§ 29, 14, II); 

(37) 9? -Pi+P2 + Pb+^Pi+ 2i>5+ 2p, = 

aus (II § 86, (1); (19)), dem nach § 25, 8 und § 27, 6 Tangenten und 
Schmiegungsstrahlen der Baumkurre angehören. Zwischen reeiproJcen 
Polaren Pj^ und p/ bestehen daher in bezug auf das Haupttetraeder die 
Gleichungen (II § 86, (24)): 



(35) 



(36) 



(Xi = 2u^—2u^+U4^y 

X9 — 2t«3 — 2% + M4 , 

2^1 — 2^2 + W4, 



'2 



^3' 
. Xm = 



% — 1*2 



^ 



(38) |^i'=2g)-6pi, K=29- 



-6l>2; P8'='29 — 6|)8, 



14. Die Doppelpyramidengruppe im Haupttetraeder. Die Gesamt- 
heit der drei Gleichungen (33), welche die Raumkurve vollsi^dig de- 
finieren, geht durch Vertauschung von rCj, X2y x^ mit: 



IC • 1* ^ l** • O • — f __ ^ ^ • 

I • — /*• — O'* — it* • Q * T ^ nr • 



2 • '*'3 ; '*'2 > •*'! ? 

S5 : a;3 , a? j , X^ 

jedesmal in sich über (ähnlich wie der Kegelschnitt: x^x^-^ x^^==^ 
durch Vert. von x^j x^ mit x^^ a;^; x^^ x^\^ — x^^ — ^2? — ^2; ~ ^i)* 
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Zu jedem Haupttetraeder gehört eine Doppelptframidengmppe^) (39), 
dtirch welche die Baumkurve in sich übergeht. 

Die Substitutionen s^, s,, s^ entsprechen nach (28) und (14) der 
Yertauschung der Punkte k und — k, X' und — l\ }!' und — k", deren 
Sehne durch eines der drei Linienpaare (29) harmonisch geteilt wird, 
die Substitutionen s^, s^ der zyklischen Yertauschung der drei Schmie* 
gungstetraeder unter 9. 

Für die Bündelgleichung (34) ist die Gruppe (39) gleichbedeutend 
mit der Gruppe der sechs Permutationen der drei Pdrameter Qy6,x. 

Die Fläche (> =» tf « r = 1 : 

(40) x^x^ + ajj^i + ^i^a + ^^i = 

bleibt daher hei allen Substitutionen der Gruppe invariant (vgl. § 21, (30)). 

16, Allgemeine Parameter im Haupttetraeder. Durch Einführung 
des Haupttetraeders ist in allen yom Parameter k freien Gleichungen 
(26), (27), (29), (31) bis (40) vollkommene Symmetrie in den Koordi- 
naten x^ : x^y x^ix^yX^: x^ hergestellt. Um dies auch in der Parameter- 
darstellung (24) zu erreichen, müssen die drei Punkte E^,E^,E^, an 
deren Ebene 77 sich das Haupttetraeder anlehnt, statt der besonderen 
Parameter oo, 1, — 1 in (8) allgemeine a, ß, y erhalten. Die Schnittpunkte 
mit der konjugierten Ebene 77' werden dann an Stelle von 0, — 3, 3 
nach § 33, (16): 

(A\ \ tf' — 2Pr — yg — « P A'^^y^ ~~JL^^'zll ^' — 2«P — Py— y« 

worin noch zur Abkürzung gesetzt werde: 

(42) ao=/3 + y-2a, ^^=.y + a-2/3, y^^a + ß^2y. 

Führt man nun durch die Substitution: 

^ ' (1^ — y)(a — ^) 

«inen neuen Parameter ft ein, so wird zunächst: 

ti 1 _ o(y — «) ( P — f^ ) 3 1 i_ o (« — P)(y--f^) 

Damit wird aus (28): 

/45^ A == _?o ( « — f*) ^ ^ ßo(ß'—i^) _ ^ ^ yg (y' — f*) 

und folgt mit gleichzeitiger Umformung von (25): 
1) H. Weber, Algebra, 2. Aufl. 2 (1899), S. 270. 



(44) 
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In dem an die Ebene der drei Punkte a, ß, y sich anlehnenden 
HaupUetraeder lautet die FarameterdarstdI/ung der Baumkurve: 



(46) 



X, 



-f^l-.i»^' - l^)(ß - f^)(7 - f^) . 



X, 



= (a-^)(/J — ft)(y-/t); 



(47) 



r «1 = (/3 - y)»(a - m)% 

I «, = (y - a)»(^ - ,*)», 



u. 



wo a', /J', / rf»c drei Punkte (41) (fer honjiigierien Ebene sind und «oj /^c T*» 
rfic Werte (42) /la&en. 



(48) 



Aus (45) geht weiter hervor: 

■ 1 /fL _ 1 \ ( y-g)(fl-n) 
aU« V"(^-r)(«-(*)' 

2\«« /"(r-«)(^-(*)' 

i/"^ _ i\ = (P -y)(«->*) . 
I2U4 / («— ft(r-ft)' 



i/^ mA (P-r)(«-ft) 

aU^'^V (r-«)(^-jt)' 

L(^ 4. i\ (y-«)(P— <*) 

2\*, "^V (a-/J)(y-(t)" 



Danach erkennt man sofort, daß die Parameterdarstellnng (45) 
oder (46) die Gleichungen (33), die in der Form geschrieben werden 
können: 

(49) T(j-i)e+i)+i=o,ie-i)(j+i)+i-o, 

l(|-i)S+i)+i=^' 

identisch in fi erfüllt. 

16. Die Doppelpyramidengruppe des allgemeinen Parameters» 
In dem bisherigen Parameter X drücken sich die Substitutionen (39)^ 
gleichbedeutend mit (14) und (13) bei gleichmäßiger Bezeichnung iu 
der Forfn aus: 



(50) 5,:2 + r = 0; s,:^ + ^=0; s,: 



X— 3 r— 3 ^ 



<? • 1' = — --i-?- 9 • r = 



X — 3 

i + 1 



In dem neuen Parameter (i werden sie daher nach (43)^ (44): 
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\ y ^ a-r-fi a — y, ' * p — fi p — p, ' * y — p ' y — p 



rt 



«0 («' — f*') 



ro(y' — f*) 



Die Substitutionen (51) sind die Involutionen: 

(53) ««' — |(a + a){ii + /i') + f*f*' = 0, • • •, • • • 

bei denen die Punkte /i, ft' harmonisch sind (§ 30, (3)) zu a, «'; ^, /S'' 
oder y, y'. 

Drückt man jedoch die Koeffizienten durch die gegebenen Para- 
meter a, ßy y allein aus, und fügt die Entwicklung der Gleichungen. 
(52) hinzu, so folgt: 

Der Doppelpyramidengruppe (39) entsprechen folgende Substitu- 
tionen des Parameters /i in der Da/rstdlung (46): 

(54) 5o:l; s^:{ß + y-2a)iLiL'+{a^-ßy){iL + ii:)^a{2ßy--ya^aß)^() 

s,:iy+a-2ß)(ifi'+{ß'--'ya)(ji+^')+ß(2ya-aß^ßy)^0 
s^:(a + ß^2y)ii(i'+(y^-aß)(fi+fi')+y(2aß^ßy-ya)^0 
s^:{a^+ß^+y^-ßy^ya-aß)iiii'-(ßy^+ya^+aß^-Saßy)fi 

L(ß^y+fa+a^ß-3aßy)^'+ßy+y^a^+a^ß^-(a+ß+y)aßy=^0; 
s^:(a^+ß^ + y^'-ßy'-ya'-aß)^fL'''(ß^y + y*a + a^ß'-iaßy)ii 

-(ßy^+ya^+ccß^-Saßy)ii'+ßy+y^a^+a^ß^-{a+ß+y)aßy^O 

(vgl. § 33, (24)). Sie kommen mit a = oo, /3 = 1, y = — 1, fi = ^y. 
ff' = >L' wieder auf (50) zurück. 

§ 35. Übergang von kanonisclien Tetraeder- zu reohtwinkligen 

Koordinaten. 

!• Die Transformationsformeln. In den auf ein Schmiegungs- 
tetraeder bezogenen Tetraederkoordinaten y^, t?^ waren die Punkte und 
Ebenen der Raumkurve durch die Gleichungen § 34, (11); (11') dar- 
gestellt, in homogenen rechtwinkligen Koordinaten durch die Glei- 
chungen § 7, (1); (11). 

Bei gleichbleibendem Parameter X gelten daher zwischen den. 
beiderlei Koordinaten die Beziehungen: 



x^ay^ + ay^ + a'y^, 
y= Hi-^Vy^, 



(2) 



u = bcnv^, 

«; = c (— a'nv^ + anv^ — alv^y, 

w=={aV — a^'i)nv^ -ab'nv^ 
+ abnv^ + aQ)l — bm)v^y 

s = abcv^. 
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Umgekehrt führt die Auflösung dieser Gleichungen nach yj^ und Vj^ 
bis auf einen Proportionalitätsfaktor zurück zu den bereits in § 7^ 
(3); (13), ohne die Bezeichnung als Tetraederkoordinaten, benutzten 
Ausdrücke: 



<3) 



t?i — aM, 



y^ =- hcnx — a'w(cy — Vz) — a"bn0y 

y^-^an{cy^Vd), v^^a'u + hv + ls, 

(4) 



y^^—al{cy—'b'z)—db{mz—d)\ 

Die Formeln (1) — (4) vermitteln den Übergang zwischen den recht- 
winkligen Koordinaten] x, y, z, t; u, v, w, s und den Tetraederkoordi- 
naten yj^, t;^, die einerseits in §§ 1 — 23 und anderseits in §§ 24 — 34 
als Grundlage dienten, 

2. Folarverwandtsehaft in reohtwinkligen Koordinaten. Durch 

Verbindung der Formeln (2) und (3) mit § 29, (3) entstehen die in 
% 8, (23) angegebenen Beziehungen zwischen den rechtwinUigen Koor^ 
dinatm von Pol und Poldrebene in bezug auf die Raumkurve 3, 0, 

3. Die konjugierte der unendlich fernen Ebene. Die unend- 
lich ferne Ebene, ^ = im rechtwinkligen System, hat nach (1) in 
Tetraedericoordinaten die Gleichung: 

(5) ly^ + mys + wy^ « 

und die Koordinaten: 

{6) v^ «= 0, ^2 = Ij t?3 « m, v^=^ w. 

Daher sind die Koordinaten der konjugierten Ebene nach § 32, (7^): 
<7) <= 2P, t;, '= 3Pm, <= 3l(6ln - m»), <= m(9ln - 2m«). 

Die zur unendlich fernen Ebene konjugierte ha;t in Tetrasderkoor- 
dinaten die Gleichung: 

(8) Vy^ + ^l'my, + 3Z(3Zn - \m')y, + m(\ln - m')y^ = 0. 

Setzt man die Werte (7) unter Weglassung der Akzente in (2) 
•ein, so folgt für die rechtwinkligen Koordinaten der zur unendlich 
fernen Ebene konjugierten: 

u = 2bcPnj v^ — 2cl{a!Vn + am(3 In -— m^), 
<9) w == 2(a'6' - a"b)Vn + QabVmn + 6a6Zw(8Zw-2m»)-2a(67-&m)m», 
s ^abcm{9ln — 2m^). 

Für die vier Arten der Raumkurve § 6, (18) ergibt sich hieraus mit: 
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i = 1, w = 0, n^£e^:u = 2hce\ v - - 2a'ce\ w = 2{a:V - a"6)e« 

+ 18a&«e*, s = 0; 
i = 0, w=l, n = — e:w = 0, t; = 0, m?== 2a6, 5 = — 2a6c; 
J=rO, w=*0, n = l:w==0, «7 = 0, w; = 0, 5 = 0. 

Die zur unendlich fernen Ebene konjugierte ist bei der hüb, Ellipse 
{b =« 1) und Hyperbd («=- — !): 

(10) eipx - a'y) + {a'V - a''b + QabBe^)is - 0; 

hei der Jcub. hyperbolischen Parabel: 
(11). a — ct^O] 

bei der huh. Parabel unbestimmt. 

Die Ebene (11) ist die Schmieffungsebene der kub. hyperbolischen 
Parabd § 7, (27) im doppelt zahlenden unendlich fernen Punkte 
jl = 00 , da die unendlich ferne Ebene Tangentialebene in diesem 
Punkte ist (§ 32, 6, III). 

Bei der hob. Parabd sind der unendlich fernen Ebene, der 
Schmiegungsebene im Punkte X » 00, nach § 32, 6, lU alle Tangen- 
tialebenen im Punkte ^ =- cx) konjugiert, also nach § 24, (29) die 
Ebenen: 
<12) y, - Aoy^ - 

oder nach (3) bei beliebigem k^ (§ 8, (39)) : 

(13) z-cX^t^O, 

4. Die Scheitelpunkte der Baamkarve. Die drei in der unend- 
lich fernen Ebene liegenden Eurvenpunkte haben für die drei ersten 
Arten nach § 6, (19) die Parameter: 

(14) k^ == cx), k^ = eif A3 =» — ei; k^ = 00, Aj = e, Aj = — e; 

^1 = ^2=* CX), ij = e. 

Für die Schnittpunkte mit der konjugierten Ebene ist daher nach 
§ 33, (16); (17): 

(15) V = 0, V 3e», V= Sei; V =- 0, V = — 3c, A,' = 3e; 

Aj **** Aa ""• Ao —~ OO« 

Bei der kub. Parabel, wo k^^ k^=^ k^^ oo und nach § 33, (18) 
^1 ~ ^a' '"^ ^ unbestimmt wird, tritt dafür nach (13) bei beliebigem 
Xq ein: 

(15') v = v=-«^> v-v 

Daraus folgt nach § 11, 2; 3: 
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Die reellen endlichen Schnittpunkte der zur unendlich fernen 
Ebene konjugierten Ebene mit der Raumkurve sind deren Scheitel- 
punkte. 

Die Ttub, Ellipse hat einen Scheitelpunlä A = 0, die huh. Hyperbd 
drei X = 0, — 3e, 3e, die hub, hyperbolische Parabel keinen, die Tcub. 
Parabel alle ihre Punkte X^ als Scheitelpunkte. 

5. Die Ebene des Mittelpunktskegelschnittes. Die Pole einer 
festen Ebene in bezug auf alle Achsenkegelschnitte X bilden nack 
§ 32, 10 den Polkegelschnitt der Ebene. Der Polkegelschnitt der 
unendlich fernen Ebene ist daher der Ort der Mittelpunkte aller 
Achsenkegelschnitte, der in § 10, (19) eingeführte Mittelpunktskegel- 
schnitt der Raumkurve. Aus § 32, 11 folgt alsdann: 

Der Mittelpunktskegelschnitt der Baumkurve liegt in der zur unend- 
lich fernen Ebene konjugierten Ebene (vgl. (10); (11); (13) mit § 10, (25); 
(29));(30).i) 

Überhaupt liegen die Mittelpunkte aller Flächen der Scharschar 
§ 10, (43) in dieser Ebene}) 

Denn die Elimination von x, (>, <y, r aus den Gleichungen § 10, (19): 

^x = 6i4, Tcy = 6,4, xz = 634, Tct = b^ 

gibt dasselbe Resultat, gleichviel ob in den Werten § 10, (44) der 
fej, die Parameter p, (J, r ganz beliebig gelassen oder gleich A^, X, 1 
(§ 10, (6)) genommen werden, nämlich die Gleichung der Ebene (9) 
(ygl. § 32, 1, (40). 

6, Die Durchmesser der Baumkurve. Wie nach § 34, 3 an 
jede gegebene Ebene, so lehnen sich auch an die unendlich ferne- 
Ebene drei Schmiegungstetraeder an. Da deren Kanten P^P^ unend- 
lich fem werden, geht die harmonische Teilung der Sehnen, welche 
die Kanten P^P^ und P^P^^ nach § 34, 4, III schneiden, in Halbierung 
durch die Kante P^P^^ über. 

Die im Endlichen liegende Kante P2P4, eines SchmiegungstetraederSy 
das sich mit der Kante P^Pi an die unendlich ferne Ebene anlehnty^ 
halbiert alle die beiden Kanten schneidenden Sehnen der Kurve, ist also- 
ein ,,Durchmesser^^ der Kurve. 

Die so sich ergebenden Durchmesser der Kurve liegen in der 
zur unendlich fernen Ebene 11 konjugierten Ebene 77' upd sind nack 
§ 34, 4, n die Verbindungslinien des Poles P' der Ebene 77' mit den 

1) Cremona, Ann. di mat. 1 (1868), S. 288; 2 (1859), S. 22. 

2) Reye, Hamburger Mitteil. 2 (1890), S. 64. 
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in ihr liegenden Eurvenpunkten, also nach 4^ soweit diese endlich 
und reell sind^ den Scheitelpunkten der Eurre. 

Bei der kub. Ellipse gibt es daher einen solchen „Scheitddurch- 
messer^^ bei der kub. Hyperbel drei (§ 11, 8). 

Bei der hob, hyperbol. Pa/räbel lehnt sich nach § 34, 5, 1 nur ein 
Schmiegungstetraeder an die unendlich ferne Ebene 77 und ihre konju- 
gierte 77' an, für welches 77 und 77' selbst die Seitenflächen 77^ und 77^ 
und der doppelt zählende unendlich ferne Punkt X = cx> der Eurve 
die Hauptecke P^ und der einfach zählende A =» 6 die Hauptecke P^ 
ist Die Eante P^P^ ist der Durchmesser, der diesem Schmiegungs- 
tetraeder entspricht (Fig. 50, S. 170). Er ist aber mangels eines 
Scheitelpunktes Icein Scheüddwrchmesser (§ 11, 8; 9). 

Bei der kub. Parabel gibt es nach § 34, 5, H unendlich viele 
Schmiegungstetraeder, die sich an die unendUch ferne Ebene anlehnen 
und durch den unendlich fernen Punkt X = oo als Hauptecke P^ und 
je einen beliebigen endlichen Eurvenpunkt A = A^, als Hauptecke P^ 
bestimmt sind. Zu jedem gehört eine Eante P2P4 als Scheitdäwch- 
messer (§ 11, 8). 

7. Gleichungen der Soheiteldurchmesser in Tetraederkoordi- 
naten. Die unendlich ferne Ebene 77 und ihre konjugierte 77' sind 
durch die Gleichungen (5) und (8) dargestellt; ihre Pole P und P' 
haben nach § 29, (3') die Eoordinaten: 

(16) P : 3n, - m, l, 0; P' : - m(9ln - 2m«), l{6ln - w«), - Pm, 2l\ 

Für die kub. Ellipse (? =- 1, m = 0, n ^ e^) wird aus (5), (8), (16): 

<17) 77:y2+e«t/,= 0; H' :y,+ 9e'y,^0', P:3e^ 0,1,0; F:0, 3^^0,1. 

Dem einzigen unendlich fernen Punkte /S^ = 00 entspricht nach (15) 
der Scheitelpunkt «^ == 0, und daher nach § 34, (7) der Scheitd- 
Durchmesser: 

(18) yi = 0, ^3 = 0. 

Für die 1iub. Hyperbel Q, =»1, m = 0, w == — e«) wird ebenso: 

(19) 77:^2-6^4-0; n':y-9e^y^^0', P:3e^ 0,-1,0; P:0,3e»,0,— 1. 

Den unendlich fernen Punkten ft = cx>, /J2 =* ^; ßs"^ ~ ^ ®^^ 
sprechen nach (15) die Scheitelpunkte «1 = 0, «j = — 3e, a^ = 3e, 
und daher nach § 34, (7). die drei Scheiteldurchmesser: 

(20) yi=0, y,= 0; y^-9e'y,--0, y,+ 4.6ey, + 3e'y^^0 (£ = 1,-1). 

Sie liegen alle drei in der Ebene 77' und gehen alle drei durch deren 
Pol P' in (19). 
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Für die Jcüb. hyperböl. Parabel (i — 0, w — 1, n =» — c) wird: 

(21) JTryj-^y^-O; JI':y^«0; P:3(?, 1,0,0; 2^:1,0,0,0. 

Dem unendlich fernen Punkte ßi^ e entspricht nach (15) der Punkt 
«1 — oo, und daher nach § 34, (7) der Durchmesser: 

(22) y,«0, y,-2ey3-0. 

Für die *m&. Parabd (Z « 0, m = 0, n « 1) wird nach (5); (12); 
§ 29, (3): 

(23) lT:y,-0; il':^,- Aoy,= 0; P= 1,0, 0,0; F« 3Ao, 1, 0, 0. 

Der dem Schmiegungstetraeder ß^ «= oo, a^ =» A^ in (lö') entsprechende- 
Durchmesser P2P4 hat nach § 34, (7) die Gleichungen: 

(24) ys-^oy4-0, yi-3Aoy2+2Vy8"-0. 

8. Gleichungen der Soheiteldnrchmesser im rechtwinkligen. 
System. Mittels der Formeln (3) können wir endlich auf das recht- 
winklige System der Parameterdarstellung § 7, (1) zurückgehen. Dia 
unendlich ferne Ebene 11 erhält dann die Gleichimg ^ » 0, ihre kon- 
jugierte 11' die Gleichungen (10), (11) oder (13). 

Der Scheiteldurchmesser (18) der kuh. Ellipse wird dann: 

(25) hx — ay^O, a^O, 

und die Pole (17) der Ebenen 11 und 11' erhalten nach (1) die Ko- 
ordinaten : 

(26) Pix^Sae'+a", y - 6', z =^ c, ^«0; 

P':a;-|a', y - 16, ^ = 0, ^=1. 

Die drei Scheiteldurchmesser (20) der kub. Hyperbel werden: 

c{bx - a'y) - (9a&e» - aV + a"b)0 = 0,. 
4cy + 4(£&e - 6')^ — 3^^^ = 0, 
5 = ± 1, und die Pole der Ebenen II und 72': 

(29) P:a; = -3aß«+a", y = 6', z^Cy <-0; 
F:a;-|a', y-|6, ;^ - 0, ^=-1. 

Die drei Durchmesser liegen in der Ebene (10) und gehen durch den 
Punkt P' in (29), den Mittelpunkt der Kurve (§ 19, (5)). 

Der Durchmesser (22) der hob, hyperböl. Parabd wird: 

(30) V- (26e + 6> =- 0, z-ct^Q^ 

die Mittelpunktsachse des hyperbol. Zylinders (§ 11, (41)). 



(27) { 



ix — a'y = 0; ,^^^ 

^ (28) 
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Endlicli ergibt sich für den durch den PunJd Xq gehenden Scheüd- 
durchmesser (24) der küb. Parabel in Übereinstimmung mit § 23, (12): 

(31);?— c2o^=O,Jca;-(3aAo+a0^y+(2a6V+3a&'>lo+a'6'-a"&);ef=-O. 



in. Kapitel. 

Erzeugung und Beziehung zwischen Funkten der 

EaumkurTe 3. Ordnung. 

§ 36. Erzengimg der Baumknrve 3. Ordnnng durch projektive Bftschel 

und Btindel. 

!• Drei projektive Bbenenbüsehel. Es seien: 



(1) 









N' 




»to/aJi-O 



die Gleichnngen von drei mal zwei Ebenen. Dann stellen die Glei- 
chnngen: 

(2) L-tL'=0, M-tM'^0, N-tN'-'O 

mit einem Parameter t drei projektive Ebenenbüschel dar (I § 66, 4). 
Bezeiclmet man für die Matrix der Koeffizienten der Gleichungen (2): 



(3) 



T = 



**1 ~ ^^1 **2 "~ ^^2' 



U, 



tU^ U4— tu^ 



die Unterdeterminanten, die durch Streichung der 1., 2., 3. oder 4. Ko- 
lonne und ZufQgung abwechselnder Vorzeichen +, — , +, — entstehen, 
mit Tj, Tjj, Tg, T4, so gibt die Auflösung der Gleichungen (2) nach 
Xj, (I Anm. 2, III, (14)): 

Dabei ist allgemein T^ eine ganze Funktion 3. Grades von t, etwa: 

(5) T, = a,,t^ + a,,fi + a,^t + a,^. 

Setzen wir daher: 

(6) ^_|a^,| + 

voraus, so ergibt sich nach § 24, (1) unter Hinzufügung des dualen 
Satzes: 



1 
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Der Ort der SdinittpunTcte ent- 
sprechender Ebenen dreier projek- 
tiven Ebenenbüschel ist eine Baum- 
kurve 3. 0}) 



Die Verbindungsebenen entspre- 
chender Punkte dreier projektiven 
Punktreihen bilden einen Ebenen- 
büschel 3. 0.*) 



2. Bedeutung der Bedingung Ä^O. Sollten die drei Ebenen 
(2) für einen Wert t mehr als einen Punkt gemein haben, etwa eine 
gerade Linie^ so müßte mit drei Faktoren l, fi, v, die nicht sämtlich 
verschwinden, identisch in x^^ sein: 

<7) A(L - tL') + ii{M - tM') + v(N- tN') - 

also für Ä = 1, 2, 3, 4: 

(8) X(u, - tu;) + ftK - tv;) + v(w,- tw,') == 0. 

Dazu müßten aber die vier Unterdeterminanten (5) für dieses t alle 
verschwinden, was nach (6) nicht möglich. 

Die Bedingung (6) bewirkt, daß entsprechende Ebenen der drei 
Büschel (2) niemals mehr als einen Punkt gemein haben}) 



(9) 



(11) 



3. Zwei projektive Ebenenbündel. Durch die sechs Ebenen (1) 
werden andererseits zwei projektive Ebenenbündel: 

bestimmt (I§ 68, 1), die keine Ebene entsprechend gemein haben. Sonst 
müßte für diese Ebene A, ii, v eine Identität von der Form: 

(10) {IL + ^ Jlf + vJV) - t{XL' + iiM' + vN') - 

bestehen, was mit (7) übereinkäme und nach (6) nicht möglich ist. 

Je zwei entsprechende Ebenen haben daher eine Gerade gemein. 

Die Schnittlinien entsprechender Ebenen zweier projektiven Ebenen- 
bündel bilden eine Strahlenkongruenz. 

Die Achsenkoordinaten g^ (Ä = 1, 2, . . . , 6) der Linien der Kon- 
gruenz sind die Unterdeterminanten der Matrix: 

kUi+fiv^-\-vw^ lu^+^v^+vw^ ^f^i+(iv^+vw^ kU4^-{-[iv^+vw^ 
Xu^+iiv^-^-vw^ ku^+iiv^+vw^ ku^-^-iLV^+vw^ ku^+fiv^+vw^ 

sind also rational in* den beiden Parametern l:^:v. 



1) M. Chasles, J. de Math. (2) 2 (^1867), S. 402 (Nr. 27). H. Schröter, J. 
f. Math. 66 (1859), S. 36. 

2) Schröter, ebd. S. 30. 3) v. Staudt, Beitr. (1860), S. 304. 



(12) 
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4. Zwei projektive Strahlbündel. Durch die sechs Ebenen (1) 
sind ferner zwei projektive Strahlbündel: 

L:M:N =» A:/u:v, 

bestimmt (I § 68, 2), mit gleichen Zentren, wie die Ebenenbündel (9). 

Zwei entsprechende StraMen der beiden Bündel (12) werden sich 

im allgemeinen nicht schneiden. Oibt es aber für geeignetes X:^:v 

einen Punkt, der beiden Gleichungen (12) genügt, so muß für diesen: 

(13) L:M:N^L':M':N' 
oder mit einem Faktor t: 

(14) L-tr^O, M-tW^O, N-tN'^0. 

Diesen Gleichungen genügt aber nach (2) nur ein Punkt, der die 
Koordinaten (4) hat. Die Strahlbündel können keinen Strahl ent- 
sprechend gemein haben. 



Der Ort der Schnittpunkte sich 
schneidender entsprechendere Strahlen 
zweier projektiven Strahlbündel ist 
eine Raumkurve 3. 0}) 



Die VerJnndungsebenen sich schnei- 
dender entsprechenden Strahlen zweier 
projektiven Strahlfelder bilden einen 
Ebenenbüschd 3. 0?) 



5. Die Scheitelpunkte der beiden Bändel. Die Scheitelpunkte 
S und S': 

<15) Z-0, Jlf-0, JV^^O; i'«0, Jlf' =0, i^'-O ' 

der Bündel (9) oder (12) sind, mit den Werten < = und ^ — cx>, 
Schnittpunkte entsprechender Ebenen der drei projektiven Ebenen- 
büschel (2) und (14). 

Daher sind die Scheitel S und S' der beiden Bündel (9) oder (12) 
selbst Funkte der Raumkurve^) (vgl. § 30, 6). 

6. Die Achsen der drei Büschel. Die Achsen l, m, n der drei 
Ebenenbüschel (2): 

<16) Z-0, i'=0; -af-0, ikf'=0; N^O,N'^0 

sind, mit den Wertsystemen >L, ft, i/= 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1, Schnitt- 
linien entsprechender Ebenen der Bündel (9). 

Daher sind die Achsen Z, w, n der drei Büschel (2) StraMen der 
Kongruenz (11) der beiden Ebenenbündel (9). 



1) Fr. Seydewitz, Arch. Math. Phys. 10 (1847), S. 205. 

2) H. Schröter, J. f. Math. 56 (1859),. S. 38. 

Staude: Eubiiohe Kegelschnitte 15 
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7« Die KongmenB der Sehnen. Jeder Punkt der Raumkurve 
ist^ einem Werte t entsprechend, durch die drei Gleichungen (2)' be- 
stimmt. Da in jeder Ebene drei Punkte der Kurve liegen, muß dies 
auch Ton der Ebene: 
(17) XL + ^M+vN^O 

gelten. In der Tat ist die Bedingung, daß die vier Ebenen (2) und 

(17) durch einen Punkt gehen (I § 61, 8) in ^ Yom 3. Orade. Sie 
muß aber die Wurzel ^ = haben, da für < — die Gleichung (17) 
eine Folge der Gleichungen (2) ist. Es tritt also noch für zwei an- 
dere Werte ^^ und t^ ein, daß der Schnittpunkt der drei Ebenen (2) 
auf (17) liegt. Durch Multiplikation der Gleichungen (2) mit A, /t, v 
und Addition folgt aber wegen (17): 

(18) t(kL' + iiM' + vN') « 0. 

Für die beiden von < « verschiedenen Werte ^^ ^^^^ ^? f^^ die der 
Schnittpunkt von (2) auf (17) liegt, liegt er also auch auf: 

(19) xr+(iM'+vN'^0, 

also auf der Schnittlinie (9) der beiden Ebenen (17) und (19). Eben- 
so schließt man umgekehrt von (2) und (19) auf (17), wo dann < — oo 
einer der drei Punkte ist. Also liegen auf jedem Strahle A, fi, v der 
Kongruenz (11) zwei Punkte der Kurve (2). 

I. Jeder Strähl der von den Ebenenbünddn (9) erzeugten Kon- 
gruenz ist eine Sehne der von den Ebenenbüschdn (2) erzeugten Baum" 
Jcurve 3. 0}) 

IL Nach 6 sind daher auch die Achsen der drei Ebenenbüschel 
(2) Sehnen der Kurve, 

Umgekehrt können die Parameter A : fi : i/ der Ebene (17), die 
durch den Punkt S der Kurve in (15) geht, so bestimmt werden, daß 
die Ebene (17) durch zwei weitere Punkte t^ und t^ der Kurve geht. 
Durch diese geht dann, wie vorhin, auch die Ebene (19), also: 

III. Jede Sehne der von den Ebenenbüschdn (2) erzeugten Baum-- 
hwrve ist ein Strahl der von den Ebenenbündeln (9) erzeugten Kongruenz. 

8. Die drei durch die Ebenenbündel erzeugten Linienfl'äelien. 
Je zwei von den drei projektiven Ebenenbüscheln (2) erzeugen durch 
die Schnittlinien entsprechender Ebenen eine Linienfläche 2. 0. Die 
Gleichungen der drei so entstehenden Flächen sind: 

(20) f^MN'-NM'^O, g^NU-LN'^0, h^LM'-^MU^O. 

1) Schröter, Oberfl. 2. 0. (1880), S. 440. 
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ümgekelirt folgen aus dem gleichzeitigen Bestehen der drei Glei- 
chungen (20) die Proportion: 

(21) L:M:N^L':M':N' 

oder mit einem Proportionalitätsfaktor t die Gleichungen (2). Daher 
ergibt sich mit Rücksicht auf 1: 

Die BaumJcurve 3. 0., die durch die drei Ebenenbüschd (1) er- 
zeugt wirdy liegt auf jeder der drei Linienflächen 2, 0. (20); und um- 
gekehrt gehurt jeder Punkt, der auf jeder der drei Mächen (20) liegt, 
der Raumhurve an (vgl. den Spezialfall § 24, 11). 

9. Gememsame Erzeugende je zweier Linienflächen. Aus der 
Darstellung (16) der Achsen l, m, n geht hervor: 

Je zwei der drei Linienflächen (20) haben eine der drei Achsen l, 
m, n der Ebenenhüschel (2) gemein, die nach 7/ II Sehnen der Baum- 
kurve sind. 

Infolge der Identitäten: 

(22) Lf+Mg + Nh^O, Uf+M'g + N'h^O 

genügt jeder gemeinsame Punkt der Flächen g und h den beiden 
Gleichungen: 

(23) i/*-0, ZY«0. 

Liegt ein solcher Punkt nicht auf der Achse l in (16), so liegt er 
auf der Fläche f, also nach 8 auf der Baumkurve. Liegt er aber auf 
der Achse l, die den beiden Flachen ^.und h gemeinsam ist^ so kann 
er nur dann auf f liegen^ wenn er einer der beiden Schnittpunkte der 
Achse l mit der Fläche f und damit^ als Punkt der Raumkurve^ einer 
der Endpunkte der Sehne l ist. 

Die Baumkurve 3. 0., die durch die drei Ehenenbüschd (2) er- 
zeugt wird, bildet zusammen mit der Achse eines der drei Ebenenbüschel 
(2) den vollständigen Durchschnitt der beiden Linien flächen, die die3es 
Ebenenbüschd mit je einem der beiden andern erzeugt 

10. Die Erzeugenden eines Hyperboloides. Die beiden Regel- 
scharen der Linienfläche /* » sind^ falls diese eine eigentliche Linien- 

' fläche 2. 0. ist, mit den Parametern t und [i : v (II § 159, 6): 

(M-tM'^O, liiM + vN ^0, . 

Die erste Schar (24) besteht aus den Schnittlinien entsprechender 
Ebenen der beiden letzten Ebenenbüschel (2). Eine solche Schnitt- 
linie enthält nur einen Punkt der Raumkurve, den Schnittpunkt der 

16* 
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Linie mit der Ebene t des ersten Büschels (2). Die drei Ebenen t in 
(2) haben nämlich nach 2 nie mehr als einen Schnittpunkt. 

Die zweite Schar (25) besteht aus Strahlen den Kongruenz (11), 
in denen sich entsprechende Ebenen 0, [ij v der Ebenenbündel (9) 
schneiden; also nach 7 aus Sehnen. 

EiYie Erzeugende einer eigentlichen Fläche f, g oder h in (20) is^ 
Trefflinie oder Sehne, je nachdem sie der Regelschar zweier Ebenen- 
hüschel (2) oder der Linienkongruenz der Ebenenbündel (9) angehört. 

11. Die Erzeugenden eines Kegels. Ist die Fläche /) etwa mii 
N'= M\ ein Kegel: 

(26) MN' - JP = 0, 
so liegt die Spitze: 

(27) S: M^O,N'^0,M'^N^O 

auf allen drei Flächen (20), also auf der Raumkurve. Die Erzeugen- 
den des Kegels werden unter Zusammenfall von (24) und (25) mit 
V : ft =» — t: 

(28) M-tM'^0, M'-tN'^OiM-tN^O, N-tN'^0). 

Sie gehen alle durch den Punkt S der Raumkurve und werden außer- 
dem von der 1. Ebene (2) in einem Punkte der Raumkurve ge- 
schnitten (der nur für die durch S gehende Ebene des 1. Büschels 
(2) in S fäUt). 

Eine Erzeugende einer Kegelfläche f, g oder h in (20) ist stets 
Sehne, deren einer Endpunkt in' die Spitze des Kegels fäUt 

12. Fl'ächenbündel der Baumkurve. Da die Raumkurve auf 
jeder der drei Flächen (20) liegt, so liegt sie auch auf jeder Fläche 
des Bündels: 

(29) 9f+(fg + th^0 

bei willkürlichen Werten von q : 6 :r. 
Liegt nun ein den beiden Flächen: 

(30) Qf+6g + th^ 0, Q'f+ ^'g + r'Ä « 

angehöriger Punkt nicht auf der Raumkurve, so daß für ihn nicht 
gleichzeitig die drei Gleichungen (20) bestehen, so ist für ihn: 

(31) figih^» 6x' — Ttf' : xq[ — pr' : ^6' — 6q' « A : /it : v, 

wo X, fi, V zur Abkürzung eingeführt werden, und daher nach (22) 
auch: 

(32) XL + ii.M+vN^ 0, XU + ^ Jf' + vN' « 0. 

Der Punkt liegt also auf einer Linie der Kongruenz (11) öden 
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Irgend zwei Flächen des Bündels (29) haben außer der Raumkurve 
stets noch eine Sehne der Raumkurve gemein (§ 31, 5, II). 

§ 37. BezielLimg zwischen sieben Punkten der Ranmknrve 3. Ordnung. 

1. Bestimmung der Banmkurve durch sechs Punkte. Die 
RaumJcurve 3, 0. ist durch sechs Punkte, van denen keine vier in einer 
Ebene liegen^ bestimmt}) 

Denn sind 1, 2, 3, 4, 5, 6 sechs gegebene Punkte im Räume, so 
bestimmen die fünf Strahlen 12, 13, 14, 15, 16 einen Kegel 2. 0. 
mit der Spitze 1 und die fünf Strahlen 21, 23, 24, 25, 26 einen 
Kegel 2. 0. mit der Spitze 2. Beide Kegel haben die Erzeugende 12 
gemein. Ihr übriger Durchschnitt ^ 

ist eine Raumkurve 3. 0., die 
durch die sechs gegebenen Punkte 
geht. 



Zwischen sieben Punkten y^-^o " ^^^^^===55^ ^^ 

einer Raumkurve wird daher '^'^ 




bereits eine Beziehung bestehen.^ Fig. 53. 

2. Der Fascalsche Satz für den Sehnenkegel. Irgend sieben 
Punkte der Raumkurve seien mit 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, bezeichnet. 
Die sechs Strahlen Ol, 02, 03, 04, 05, 06 gehören dem Sehnenkegel 
des Punktes an und bilden daher, wie sechs Strahlen eines jeden 
Kegels 2. 0., eine Fascalsche sechskantige Fyramide. Die drei Schnitt- 
linien je zweier Gegenebenen der Pyramide: 

(1) 012 X 045 == I, 034 X 061 = H, 056 x 023 - HI 

(Fig. 53 im Durchschnitt) liegen in einer Ebene 11^, die durch die 
Spitze des Kegels geht, der „Fascdlschen Ebenef^ der Pyramide. 

Die Gleichungen der Seitenebenen der Pyramide sind nach 
§ 24, (28): 

wo die k die Parameter der gleichnamigen Punkte der Kurve sind. 
Setzt man nun (II § 37, (4)): 

(3) 9, - {h - ^i)(^6 - ^2), 92 = (^8 - ^5)(^2 - ^4), 

9z - (^1 - ^s) (M - ^4); 9z - (h — ^i) (^4, - ^g); 

1) M. Chasles, Aper9u bist. (1837), S. 403 (Note 33, (1)); Fr. Seydewitz, 
Arch. Math. Phys. 10 (1847), S. 211. 
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und führt ferner die Abkürzungen ein (II § 52, (19)): 

^1 ^ Kh + ^8^2 + hh> ^t = ^8^6^6 + h^lh + KhKy 
iVj =■ ^^ 4" '^8^4 "T ^5^6j -^8 "" ^8 ^6 ^2 "i ^5 ^1^4 i ^1^8^6 7 

-^8**" ^1^6^2 I ^8^2'''4 i ^6^4 ^6> -^4™* ^8^5^6'^2"r ^6^1^2^4 i '^1^8^4^6; 

(4j ittj«« AjAjA^+ X3A4Ag+ AsAßAj, -"^4^ ^^6 A|A^+ Aj Aj A^Xg + ^^8^6^^ 

' •^8'°" ^1^4 ^6 ~r ^8^6 ^2 "T ^6^2 ^4 J -^4 *™ ^8 ^6 ^4 ^6 ' ^6 ^1 ^6 ^2 • ^1 ^8 ^ ^4> 

80 drückt sich die Eigenschaft der Pascalschen Pyramide in den iden- 
tischen Gleichungen aus (II § 52^ (20)): 

|Pi^oi2-(>i'^o46 + A = 0; 

(5) P2^084- Qt^i^i + ^1 - 0, 

' 9z -"ose - 9z ^028 + ^1 =" 0; 
worin: 

(6) n, - (Jlf, - N,)(y, - Xoy.) + {M, -N, + M,- JV,)(y, - Xoy,) 

+ (M, - iV,)(y, - AoyJ = 

die Gleichung der Fascalschen Ebene- ist. 

3. Erhaltung einer Sehne bei veränderter Spitze der Pyramide. 
'Die Ebene (6) schneidet die Kurve: 

(7) Vi = ^\ Vi = A», yj = X, y^ - 1 

außer im Punkte Aq noch in zwei weiteren Punkten, deren Parameter 
A/, Ai" die Wurzeln der aus (6) mit der Substitution (7) entstehenden 
quadratischen Gleichung: 

(8) f,(X) - (M, ~ N,)X' + (M, ^N, + M,^ N,)X + (M, - JVJ - 

sind. Da diese aber nicht von Xq, sondern nach (4) nur von Xj, X„ 
. . ., Aß abhängt, so folgt: 

Die Pascalsche Ebene der Pascalschen Pyramide Ol, 02, . . ., 06 
dreht sich, während sich die Spitze k^ der Pyramide auf der Kurve 
bewegt, um eine den festen Punkten X^ , Aj, . . ., Ag eigentümliche Sehne 
A/ Aj", /wr die: 

Wir nennen sie die Cremonasche Sehne des der Raumkurve einbe- 
schriebenen Sechsseits AiA^AjA^AgAg.^) 

4. Involution der Endpunkte dreier Cremonascher Sehnen. 
Da bei den Gleichungen (5) nichts darüber vorausgesetzt ist, in wei- 



1) Cremona, J. f. Math. 68 (1861), S. 144. 
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(10) 



eher Beihenfolge sechs gegebene Punkte der Kurve mit X^^ k^y • • v 
Xq bezeichnet wurden, so behält die der Kurve 3. 0. einbeschriebene 
Pyramide Ol, 02, . . ., 06 den Charakter als Pascalsche bei jeder Ver- 
tauschung der sechs Kanten bei. 

Die einer /syJdischen Vertauschung der geraden Kanten 02, 04, 06 
entsprechenden Pascalschen Ebenen 11^, 11^, 11^ haben infolge der Be- 
zeichnung (4) neben (6) die Gleichungen: 

( JT, - iN^ - L,) (y, - A„y,) + (N, - i, + iV, - L,) (y, - ^y.) 
+ (JT, - ZJ(y, - Aoy^ - 0, 

n» - (A - M^) (yi - Aoy,) + (Z, -M^ + L^- M^Xy^ - A^yj) 
+ (i, - JfJ(y, - XoyJ - 

und gehen zufolge der Identität: 

(11) JI, + i7, + i7,-0 

alle drei durch einen Strahl des Bündels am Punkte Aq (^^Steinersche 
Achse", II § 52, 11). 

Auch für die quadratische Gleichung (8) und die einer zyklischen 
Yertauschung der L, M, N entsprechenden besteht die Identität: 

(12) /iW + r,W + /iW = o, 

welche ausdrückt, daß die drei Endpunktpaare k^, A^"; Aj', Aj"; Aj', Aj" 
der entsprechenden Cremonaschen Sehnen einem Büschel von Punkte- 
paaren angehören, oder was dasselbe ist (11 § 8, (53)): 

Die Endpunkte der drei Cremonaschen Sehnen, die den drei der 
Raumkurve einbeschriebenen Sechsecken 1234 5 6, 143652, 163254 
eigentümlich sind, gehören einer Involution von Kurvenpunkten an. 

Die drei Sehnen selbst liegen daher nach § 31, 13 auf demselben 
durch die Kurve gehenden Hyperboloid. 

6. Eigenschaft von sieben Kurvenpunkten. Da nach der 1. 
Gleichung (1) die Ebene 045 die Ebene 012 in der Geraden I 
schneidet, so trifft die in der Ebene 045 liegende 
Sehne 45 die Ebene 012 in einem Punkte Ä 
der Geradon I und ebenso die Sehne 12 die 
Ebene 045 in einem Punkte Ä' der Geraden L 
Die Punkte ^ - 012 x 45 und Ä' - 045 x 12 
liegen also auf I (Fig. 54). Die entsprechenden 
Folgerungen knüpfen sich an die 2. und 3. 
Gleichung (1). Da außerdem die Geraden I, Y 
II, III nach 1 in der Ebene U^^ liegen und 
durch den Punkt gehen, so folgt: Fig. 64. 
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(13) 







I. Sind 0, ly , . ., 6 irgend sieben Punkte der Raumkurve, so hilden 
die dadurch mifbestimmten Funkte: 

^ - 012 X 45, B -: 034 X 61, C « 056 x 23; 

045 X 12, JS' - 061 X 34, C - 023 x 56 

ein ebenes Brianschon^ 
sches Sechseck ^) (Fig. 55). 

Als Ausschnitt aus 
diesem Ergebnis heben 
wir noch hervor: 

IL Sind 0,1,..., 6 
irgend sieben Punkte der 
Kurve, so liegen die 
drei Punkte: 

(14) ^ - 210 X 45, JB' = 106 X 34, C - 065 x 23 

(Fig. 56), in denen die Ebenen der drei aufeinanderfolgenden Seiten- 
paare 21, 10; 10, 06; 06, 65 des Siebenecks Ol ... 6 von den drei 
übrigen Seiten 45, 34, 23 geschnitten werden, in einer durch den Punkt 
gehenden Ebene U^.*) 

6. Konstroktioii der Baumkurve 3. O. aus sechs Funkten» 
Durch zweimalige Anwendung des Satzes 5, II auf ein der Kurve 
einbeschriebenes Siebeneck 12 ... 7 ergibt sich, daß von den Punkten 
(Fig. 57; 58): 

(15) 321 X 56 « J5, 217 x 45 - D, 176 x 34 - Ä] 

(16) 176 X 34 « ^, 765 x 23 - E, 654 xl2^C, 

die drei ersten, B, D, Ä^ 
in einer durch 1 ge- 
henden Ebene A und 
die drei letzten, Ä, E, C, 
in einer durch 6 ge- 
henden Ebene B liegen. 
Sind nun die 6 Punkte 
1, 2, 3, 4, 5, 6 bekannt^ 
so sind auch die Punkte : 

(17) JB - 123 X 56, C = 456 X 12 

bekannt. Nun liegen in jeder beliebigen Ebene drei Punkte der Kurve^ 
also auch in jeder durch die Sehne 16 gehenden Ebene 11, außer 1 





Fig. 58. 



1) Cremona, J. f. Math. 58 (1861), S. 144. 

2) Chaßles, Aper9u bist. (1837), S. 404 (Note 33, (3)). 
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und 6, noch ein unbekannter Punkt 7 der Kurve. Für diese Ebene 
n ist dann der Punkt: 

(18) ^ - Jix 34 (- 167 X 34). 

bekannt und damit auch die Ebenen: 

(19) A^lÄB, B-6^a 

Da nun D in A und auf 45, ^ in B und auf 23 liegt, ist: 

(20) lÄBxAb^D, 6ÄCx25 = E. 

Da endlich D auch in 127 und E in 567 liegt, so liegt 7 auch in 
12 D und 56 jg; sodaß: 

(21) 7 -TJX 12 2) X 56 J?. 

Durch Drehung der Ebene JZ um 16 erhält man weitere Punkte 7 
die Kurve. ^) 

7. Begriff der Charakteristik eines einbeschriebenen Sechsecks. 
Alle durch die Raumkurve 3. 0. gehenden Flachen gehören nach 
§ 31, (6) dem Bündel: 

(22) gf+^g + rh^O 

an, wo /*, gy h die Bedeutung § 31, (5) haben. Soll eine solche 
Fläche durch zwei Sehnen k^X^ und X3A4 der Raumkurve gehen, 
müssen q : ö :r die Werte § 31, (30) haben. 

Daher sind die Gleichungen der drei Hyperboloide des Bündels (22), 
welche je zwei Gegenseitenpaare: 

(23) 12 und 45, 34 und 61, 56 und 23 

eines der Baumkurve einbeschriebenen Sechsecks enthalten: 

\ S^^qJ+ ö^g + t^h^O, 

worin: 

.^^ s ^3 "^ -^5 ^6 (^2 + ^s) "" -^2 ^3 (^5 + ^ö) ; 

^1 '^ ^1 ^2 ^4^5 ; ^1 ** ^1 + ^2 ^4 ^5 ? 

^2 ^™ ^3 ^4 '^6 ^1 J "^2 '^ ^3 "T ^4 ^6 ^1 ; 

(Jj = A^Aq ^2 A3 , ^3 = 't-g -|- Ag Ag ^^3 • 

Da aber identisch: 



1) Cremona, Ann. di mafc. 1 (1858), S. 174. 
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(26) (A3 ~ X,)ff, + (A5 - X,)6, + {X, - X,)6, - 

(A3 — X^)t^ + (A5 - A2)t, + (Ai - X^)r^ = 

und damit ebenfalls identisch: 

(27) (X,- A,)fl,+ (X,-X,)H,+ (Ai- 2,)fii=- 0, 
80 folgt: 

Die drei Hyperboloide, welche durch die Baumku/rve 3, 0. und je 
ein Paar Gegenseiten eines ihr einbeschriebenen Sechseckes gehen, gehören 
einem Büschd an, haben also (§ 31; 6) alle drei eine Sehne gemein^), 
welche die „Charakteristik" des Sechsecks heißt. 

8. Bestimmung det Charakteristik eines einbeschriebenen Sechs- 
ecks. Die Parameter der Endpunkte der Sehne, welche die beiden 
Hyperboloide H^ und H^ gemein haben, sind nach § 31, (23) durch 
die quadratische Gleichung bestimmt: 

(28) ((ftr,-6,t^)X'+(r^Q,-r,Q,)X + (Q,6,'-'Q,6,)^0. 
Nun ist aber nach (25) mit Benutzung der Abkürzungen (4): 

(29) lt,Q,^t,Q,^(l,-X^{M,--N,+ M,^N,), 

Die Endpunkte der gemeinsamen Sehne der drei Hyperboloide (24) 
bestimmen sich aus der quadratischen Gleichung (8). 

Die Charakteristik des einbeschriebenen Sechsecks ist daher identisch 
mit der Cremonaschen Sehne, die nach 8 zu demselben Sechseck gehört. 

9, Die Gruppe eines Hyperboloids. Die Funktionen Qiy(ii,t^ in 
(25) sind sechs wertige Funktionen der vier Elemente A^, Aj, A4, A5 mit 
der Gruppe: 

(30) 1; (12); (45); (12) (45). 

Den Substitutionen dieser Gruppe entsprechen die aus denselben 
sechs Punkten gebildeten Sechsecke: 

f 213456 f 213546 

(31) 123456; {^^26543; ^23546; |^ ^26453. 

Zu diesen vier Sechsecken gehört also dasselbe Hyperboloid jETj, während 
die beiden anderen Hyperboloide H^ und H^ jeweils verschieden sind. 
Je vier von dm 60 Sechsecken der sechs Punkte haben unter ihren 
drei Hyperboloiden ein gemeinsames, 

1) V. Staudt, Beitr. 1860, S. 820; Cremona, J. f. Math. 58 (1861), S. 146. 
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Die Anzahl der yerschiedenen Hyperboloide ist daher r^ — 45. 

Die vier Charakteristiken, .die zu je vier solchen Sechsecken gehören, 
liegen alle vier auf dem gemeinsamen Hyperboloid, ^) 

§ 38. Der Gegenpunkt von vier Punkten der Baumknrve. 

1. Dritter Schnittpunkt einer Ebene. Soll die durch die drei 
Kurrenpunkte ^09^;^a gehende Ebene: 

yi - (^0 + ^ + ^)9i + (^1^2 + ^f ^0 + ^0^1)% — Kh^iVi - 

durch einen gegebenen Punkt y^^ des Baumes gehen, muß: 

Vi'- {^0 + ^ + ^1)92' + (h^2.+ KK + hK)yz''-KkKy^'-Q 

«ein. Durch Auflösung dieser Gleichung nach k^ ergibt sich: 

Ist eine Ebene durch zwei Punkte k^, k^ der Kurve und einen Funkt 
yj^ des Baumes bestimmt^ so ist ihr dritter Schnittpunkt mit der Kurve: 

3« Wiederholte Anwendung dieses Satzes. Ist nun P "^y^ ein 

beliebiger Punkt des Raumes und k^, X^, k^, X^ vier Kurvenpunkte, so 
sind nach (1) die dritten Schnittpunkte der Ebenen PJt^X, und PA^X^ 
mit der Kurve: 

'^^y,-ih+^.)yz + h^fy. At' 



A«j —' 



y. — (1. + K'tVt + KKyt _A 



<2) . 

und danach wieder nach (1) der dritte Schnittpunkt der Ebene Pli^^' 



<8) 



^uJ^s^yi— (Aj -084 + ^84-^1«) y8 + AlA4y4 ^1J,84 



Setzt man zur Abkürzung: 

[^ = — (^1 + ^2 + ^8 + ^4)? 2 — ^2^8 +^8^1 + ^1^2 + ^1 ^4 + ^2 ^4+^^4? 
T = — \k^ Aj A^ + A^ A3 X^ + Aj A2 A^ + Aj A2 A3 j f 5 ^ Aj A2 A3 A^ , 

80 wird: 



w (!:: 



1) Cremona, J. f. Math. 58 (1861), S. 146. 
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A1A4,- Vi+^K + ^2)(^8 + K)yi^+ m^+PViVi 

+ (^ ^2 + ^^4) Vi Vs + rPiVs y 

+ PViVz + 2y,y2 + {^K + hh)yiyi + ryiy^+ 2sy^y^. 

Alsdann ergibt sich mit den § 31; (5) eingeführten Abkürzungen: 

... 1^2,84==' {Vx + py^+iVz + ^y4)Ä - 8(fy^ + gydy 
l -ßi2.84 =- (i'yi + «^2 + ryz + «y4)/' - (s^yi + ^y%) • 



3. Begriff des GegeDpunktes. Da die Ausdrücke A^^ 84> -^12,84' ^^^ 
in ihrer ursprünglichen Definition in (3) der Verteilung der Punkte 
AijAj^Ij^A^ in die Paare k^l^ und A3 A4 entsprechen, nach (5) nur von 
den symmetrischen Funktionen (4) abhängen, so ist notwendig: 

(6) -^28 14 =« -^81,24 ■■ -^12,84 "^ -^ 9 -^23,14 ™ -^81,24 ^ ^12,84 ^ ^ ' 

Daher bleibt auch der Punkt X in (3) für die Ebenenpaare PA^^s^ 
P^i^i und PA3A1, PA2A4 derselbe wie für das Ebenenpaar PA^Aj^PAgA^ 
nämlich : 

(7) X-^. 

Verbindet man einen Tunkt P des Baumes mit vier Kurvenpunlten 
Aj, Aj, A3, A4, so erhält man ein vollständiges VierTcant mit drei Paaren 
von Gegenebenen PAjAg, PA^ A4; PAgA^, PAg A4 5 PA^Ag, PA3A4, welche die 
Kurve in drei weiteren PunMepaaren: Agg, A14; Ajj, A,4; A^g, A84 schneiden. 
Alsdann haben die drei Ebenen PA23AJ4, PAsiA24, PA12A34 alle drei den- 
selben dritten Schnittpunkt A mit der Kurve. 

Dieser durch den Punkt P und die vier Kurvenpunkte Ai,A2,A8,A4 
Destimmte Punkt der Kurve heißt der Gegenpunkt des Punktes P in 
bezug auf die vier Kurvenpunkte AiA2A3A4. 

4. Eegelbüschel durch vier Strahlen Pk^^ PA^, PA3, PA4. Die 

durch einen festen Punkt P ^ y^^ des Raumes und zwei Kurvenpunkte 
A^jAg bestimmte Ebene hat nach 1 in laufenden Koordinaten rjj^ die 
Gleichung: 

(8) JI,2 = i?i- (Ai+ A3+ Ai3)iy2 + (AiAa+ (Ai+ A,)Ai,)%— AiAjAiji?4 = 0, 

wo A12 den Wert (2) hat. Bezeichnet nun 11}^ den aus n^^ durch die 
Substitution: 

(9) %- ^S %^^^y %^^y ^4- 1 
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iervorgehenden Ausdruck, so ist: 

(10) n}, = (X - X,) (A - X,) (X - A„) . 

Bildet man dann nach (8) die entsprechenden Ausdrücke II^^j 11^^, Il^^f 
80 stellt die Gleichung: 

(11) n,,n,^ + ^n,,n,^^o 

mit dem Parameter /i einen Büschel yon Flächen 2. 0. dar. Diese Flächen 
sind Kegel mit der Spitze P, da sie nach der Form der Gleichung (11) 
durch die Strahlen: 

PAi:J7si = 0,i7i,==05 PA^r JT,^« 0, iTi,« 0; 

PA3:JT3i« 0,773^-0; PX^: J7,,= 0, JI«,- 
gehen. 

Die Gleichung (11) stellt somit den Büschel aller der Kegd 2, 0. 
mit der Spitze P dar, welcher durch die vier Strahlen PX^, Pk^,Pk^yTX^ 
bestimmt ist 

5« Übrige Schnittpunkte des Kegels mit der Baumkurve. Die 

sechs Schnittpunkte eines Kegels (11) mit der Raumkurve (§ 31, 1) 
bestimmen sich aus der Gleichung 6. Grades in A, welche aus (11) 
durch die Substitution (9) entsteht, also nach (10), mit Unterdrückung 
der vier bekannten Wurzeln A^, Aj, Jlj, A^, aus: 

(12) (A - A3i)(A - AgJ + ft (A - A,,)(A - A,,) » . 

Ein Kegd (i des Büschels (11) schneidet die Baumkurve, außer in 
den vier festen Punkten, noch in zwei weiteren, Punkten, deren Parameter 
X und A" die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

(13) (1 + ^)A« - { (A3, + A,,) + ^(Ai, + A3,) } A + (A3, A,, + /iA,2 A3J - 
sind, so daß: 

^ ^ 1 + /*' ' 1 + f* 

6, Dritter Schnittpunkt der Ebene PX'X'' mit der Baumkurve. 
Der dritte Schnittpunkt der Ebene PA'A"* mit der Raumkurve ist 
daher: 

^ {yi — (^81+ ^24)y2+ ^81 ^84^8} + f^{yi — (^n+ ^84)y8+ ^12^84 y«} 
{yj— Äi + ^84)y8+ ^i^»4y4 ) + ^{y« — (^ij + ^84)y8 + ^i«^84y4 } 
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oder mit Substitution der Werte (2) von X^^y hi ^"^^ ^®^ entsprechen- 
den von Aji, ^24 und mit Rücksicht auf (3) und (6): 

Ä . Ä 



^81^14 •ölJ-^84 

Die Unabhängigkeit dieses Punktes von ii und seine Übereinstim- 
mung mit (7) gibt den Satz: 

Die vier Strählen PX^,FX^yTk^yPX^y die einen festen Funkt P des 
Baumes mit vier festen Punkten X^, X^, X^, X^ der Raumkurve verbinden, 
bestimmen einen Büschel von Kegeln 2. 0, Der laufende Kegel des Bü- 
schels schneidet die Baumkurve, außer in A^, Aj, A3, X^, noch in ewei wei- 
teren Funkten X\ X'\ deren Verbindungsebene PA'A" mit F, außer A', X", 
einen festen dritten Schnittpunkt X mit der Kurve hat, den Gegenpunkt 
des Funktes F mit Bezug auf die Funkte A^, Ag, Aj, A^.^) 

7« Involution der Sohnittpunktpaare. Durch Elimination von /t 
aus den beiden Gleichungen (14) geht hervor: 

/|g\ f (^81 + ^4 ^12 ^34) ^ ^ (^31 ^24 ^18 ^34) (^ + ^ ) 

und damit nach § 30, (4): 

Die Funktepaare, in denen die Kegel /tt des Büschels (10) die Baum- 
kurve schneiden j bilden eine Involution auf der Ku/rve,^) 



1) Gremona, Ann. di mat. 1 (1858), S. 294; vgl. Salmon-Fiedler, 
Höh. Kurven (1873), S. 162. 

2) Gremona, Ann. di mat. 1 (1858), S. 294. 
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Achse Begriff § 8, 2 ; § 25, 2 — eigentl. 
11. uneigentl. § 26, 1 — Gleichungen 
in rechtw. § 8, (4), schiefw. § 12, (10), 
Tetraederkoord. § 26, (1') — Pftiame- 
terdarstellnng § 26, (60 — in gegeb. 
Ebene § 8, 4; § 26, 1; 8 — in d. OO 
f. Ebene § 8, 10. 

Achsendurchmesser Begr. n. Anzahl §11,9 

— von ihm halbierte Sehnen § 11, 11 

— Lage bei d. knb. Hyperbel § 20, 18. 
Achsenkegelschnitt Begr. § 10, 1; § 26, 11 

— Gleich, in rechtw. § 10, 2, schiefw. 
§ 12, 5, Tetraederebenenkoord. § 26, (IT"), 
Tetraederpunktkoord. § 26, (20') — als 
Schnitt der Tangentenfläche § 26, 18 

— CO femer der knb. Parabel § 10, 8 

— ob Parabel, Ellipse, Hyperbel § 10, 
4; 5 — ob gleichseit. Hyperb. § 10, 12 

— in Asymptoten- u. Scheitelschmieg.- 
ebene d. knb. Ellipse § 17, 12 — in 
d. drei Asymptoieb. d. kub. Hyp. 
§ 20, 23 — in d. zwei Asymptoteb. d. 
knb. hyperb. Parabel § 22, 11. 

Arten vier der kub. Kegelschn. § 2, 7; 
§ 3, 2; 6. 

Asymptoten Begr., Anzahl n. Gleich. 
§ 8, 12 — Lage auf d. Sehnenzylindem 
§ 9, 18 — Lage bei d. kub. Hyperbel 
§ 20, 8. 

Asymptotenebenen Begr., Anzahl u. Gleich. 
§ 7, 11 — als Tang.eb. der Sehnen- 
zylinder § 9, 18 — Lage bei d. kub. 
Hyperbel § 20, 4. 

Berührungseheney -punkt s. Tangenten- 
ebene, -punkt. 

Beruhrungssehne einer Eotat.fläche des 
kub. Eegelschn. § 13, 1 — ihr vollst. 
Vierseit § 13, 6 — ihre Gleich, in 
rechtw. § 14, 4—6 ; § 16, 7 — in schiefw. 
Koord. § 20, (62), § 22, 15. 

Bestimmung d, B,k. 3. durch sechs 
Punkte § 87, 1. 



Brennpunktsort der Achsenparabeln der 
kub. Parabel § 28, 16. 

Bündel v. Flächen 2. 0. durch d, B,k, 
3. 0. Gleichung in rechtw. Eoord. 
§ 9, 14, schiefw. § 12, 6, natürlichen 
d. kub. Hyperbel § 20, 20, hyperb. 
Parabel § 22, 10, Parabel § 23, 10, 
Tetraederkoord. § 31, 2 — Art der 
Flächen § 9, 16; § 31, 8; 4 — Determi- 
nante § 31, 8 — Elementarteiler § 31, 6 

— Sehnen u. Trefflinien auf den 
Flächen § 31, 6—14. 

Determinante der Parameterdarstellung 
§ 4, (2); § 24, (2) — Invarianz bei Eo- 
ord.transf. § 24, 3 — bei Parameter- 
transf. § 24, 4. 

Doppelpyramidengruppe d. allg. kub. Hy- 
perbel § 20, 18 — d. gleichwinkligen 
§ 21, 6 — d. allg. R.k. 8. 0. § 84, 14 

— in allg. Parametern § 34, 16. 
Doppdverhältnis von Punkten u. Schmieg.- 

ebenen § 80, 1. 

Direktrix einer bes. kub. Parabel § 28, 14. 

Drei Gleichungen d. BJc 3. 0. in rechtw. 
§ 7, 9, schiefw. Eoord. § 12, 6 — im 
Schmieg.tetraeder §24,11 — im Haupt- 
tetraeder § 84, 12. 

EbenenbüscM 3. 0, Begr. § 24, 1 — Iden- 
tität mit d. R.k. 3. 0. § 24, 10. 

Erzeugende der Flächen 2. 0, durch d. 
R.k. 8. 0. § 81, 12; § 36, 10; 11. 

Chgenpunkt von vier Eurvenpunkten 

§ 88, 3. 
Gleichseitige kub. Hyperbel § 9, 17; § 21, 

1; 2 — Achsenhyperbeln § 10, 12 — 

Mittelpunktskegelschnitte § 10, 11. 
Gleichwinklige kub. Hyperbel § 21, 3 — 

Unterarten § 21, 4. 

Harmonische Punkte u. Schmieg.ebenen 
§ 30, 2. 
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JSarmonikale dreier Kurvenpunkte einer 
Ebene § 83, 10; 11. 

Hauptachse der kub. Hyperbel § 20, 12 ; 
16, n — des lin. Komplexes der gleicb- 
winkl. kub. Hyperbel § 21, 6. 

Hauptebene der kub. Hyperbel § 20, 11. 

Haupttetraeder an eine Ebene sich an- 
lehnend § 34, 7 — an oo f. Ebene § 36, 6. 

Hyperholoidische Lage von Sehnen u. 
Achsen § 26,9 — von reziprok. Polaren 
§ 29, 12 — bei Möbiusschen Tetra- 
edern § 29, 16. 

Involutionen von Punkten u. Schmieg.- 
ebenen § 30, 2 — bei Flächen 2. 0. 
durch d. R.k. 3. 0. § 31, 13 — bei 
konjug. Punkten u. Ebenen § 33, 8 — 
bei einbeschr. Sechsecken § 37, 4. 

JKegelhüschel durch Strahlen nach vier 

Kurvenpunkten § 38, 4-— 7. 
Xlasse d. R.k. 8. 0. § 7, 6; § 24, 2. 
kongruente Bündel am kub. Kreis § 18, 12. 
Konjugierte Funkte u. Ebenen Begr. 

§ 32, 2 — analyt. Darstellung § 32, 5 

— Involutionen auf einer Sehne, an 
einer Achse § 32, 4 — Polarbeziehun- 
gen § 32, 8 — Parameterbeziehungen 
§ 33, 6—6 — konjugierte der oo f. 
Ebene § 36, 3. 

Xreis kuhischer § 16, 6; § 18, 1—12 — 
mitgleichseit. Mittelpunktskegelschnitt 

§ 18, (32). 
Konstantenzahl der R.k. 3. 0. § 6, 6; 6. 
Konstruktion der kub. Ellipse § 17, 16 

— des kub. Kreises § 18, 3 — der 
kub. Hyperbel § 20, 26 — kub. hyperb. 
Parabel § 22, 13 — kub. Parabel 
§ 23, 11 — der R.k. 3. 0. durch 6 
Punkte § 37, 6. 

Kubischer Kegelschnitt Begr. § 1, 1 ; § 6, 4. 

JJnearer Komplex der Tangenten § 26, 8 
u. Schmiegungsstrahlen § 27, 6 — 
Gleichung in rechtw. Koord. § 8, (12) 

— in natürl. Koord. d. kub. Hyperbel 
§ 20, 9 — in kanon. Tetraederkoord. 
§ 26, 8 — in allgemeinen § 29, (20) 

— im Haupttetraeder § 34, 13. 

JUittelpunkt d. kub, Hyperbel als Schnittp. 
d. drei Scheitelschmieg.ebenen § 19, 2 

— als Pol der Hauptebene § 20, 11. 



Mittelpunktskegelschnitt Begr. § 10, 6 — 
der vier Arten § 10, 7 ; 8 — Schnittp. 
seiner Ebene mit d. Kurve § 10, 9 — 
ein Kreis § 10, 10 — eine gleichsei t. 
Hyperbel § 10, 11 — im natürl. System 
d. kub. Hyperbel § 20, 22 — als Son- 
derfall des Polkegelschnittes § 35, 6. 

Natürliches Koordinatensystem der kub. 

Ellipse § 17, 13 — Hyperbel § 20, 1 — 

hyperbol. Parabel § 22, 6 — Parabel 

§ 23, 9. 
Nebenscheitelpunkte der kub. Ellipse 

§ 17, 8 — des kub. Kreises § 18, 4. 

Ordnung d. Kurve § 4, 4; § 24, 2. 
Orthogonale Flächen 2. 0. beim kub. 
Kreis § 18, 8. 

Paraboloide hyperbolische der halbierten 
Sehnen § 9, 16 — gleichseitige § 17, (29) ; 
§ 18, 8 — drei durch d. Hauptachse 
der kub. Hyperbel § 20, 19 — bei d. 
kub. Parabel § 23, 7. 

Parallelepipedon d. kub. Hyperbel § 20, 2. 

Parallelkegel d. kub. Parabel § 23, 12. 

Parameterdarstellung dei Punkte, Schmie- 
gungsebenen u. Tangenten allgemeine 
in rechtw. Koord. § 4, (1) — normierte 
in rechtw. Koord. § 6, (14); § 7, (11); 
§ 8, (11) - in schiefw. § 12, (6); (7); 
(11) — im Schmieg.tetraeder § 24, (22); 
(22') ; § 26, (3) — im allg. Tetraeder 
§ 24, (1); (1'); § 26, (4) - im Haupt- 
tetraeder § 34, (24); (26) — in symmetr. 
Parametern § 34, (46); (47) — im na- 
türlichen System der kub. Ellipse 
§ 17, (34); (36); (36), des kub. Kreises 
§ 18, (2)— (4); (7); (9), der kub. Hyper- 
bel § 19, (17); (18); (30), hyperbol. 
Parabel § 22, (21); (22); (28), Parabel 
§ 23, (26)-(27). 

Polaren reziproke § 29, 6—8. 

Permutationsgruppe des Flächenbündels 
der gleichseit. kub. Hyperbel § 21, 7 

— d. allgem. R.k. 3. 0. § 34, 14. 
Polarsystem d. R.k. 3. 0. u. d. lin. Kom- 
plexes in rechtw. Koord. § 8, 9 ; § 35, 2 

— im natürl. System d. kub. Hyp. 
§ 20, (18) — im Schmieg.tetraeder 
§ 29, 1 ; 2 — im allg. Tetr. § 29, 13—15 

— im Haupttetr. § 34, 13. 
Polarverwandtschaft d. R.k. 3. 0. mit 

sich selbst § 29, 4. 
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Folkegelschnitt Begr. § 32, 10 — seine 

Ebene § 32, 11. 
Trojektive Ebenenbündel § 30, 4; § 36, 3 

— Ebenenbüschel § 30, 3; § 36, 1 — 
Strahlbündel §30,6; §36,4 — Er- 
zeugung d. B.k. 3. 0. § 36, 1 ; 4 — 
ihrer Sehnen § 36, 3; 7 — ihrer Flä- 
chen 2. 0. § 36, 8—12. 

Quadratische Komplexe der Tangenten 
§ 25, 9 — der Sehnen u. Achsen § 26,6. 

Mang der Kurve § 26, 7. 

nationale Baumkurve 3. 0. § 4, 4; § 24,2. 

Bealitätsbeziehung zwischen Sehne u. 

Schmieg.ebenen durch einen Punkt 

§ 26, 10; Anm. S. 242. 
JRotationsflächen der kub. Eegelschn. 

Begr. § 13, 1 — Arten § 13, 2 — oo f. 

Kurven § 14, 7 — 9 — Gleichungen in 

rechtw. Koord. § 15, 3 — 6 — im na- 

türl. System der kub. Hyperbel § 20, 26 ; 

§ 21, 9 — der kub. hyperb. Parabel 

§ 22, 15. 

JScliarschar von Flächen 2. Kl. der 
Schmieg.ebenen in rechtw. Koord. 
§ 10, 13 — in Tetraederkoord. § 31, 2. 

Scheinbarer Doppelpunkt der R.k. 3. 0. 
§ 8, 3; § 26, 1. 

Scheiteldurchmesser Begr. § 11, 8 — von 
ihm halbierte Sehnen § 11, 10 — einer 
der kub. EUipae § 17, 6; 10; 11 — 
drei der kub. Hyperbel § 20, 14 — - 
keine der kub. hyp. Parabel § 22, 2 

— oo viele der kub. Parabel § 23, 6 

— Beziehung zum Schmiegungstetra- 
eder § 36, 6—8. 

Scheitelpunkte Begr. § 11, 1 — Anzahl 
§ 11, 2— 3 — Schnittpunkte mit der 
Eb. des Mittelpunktskegelschnittes 
§ 11, 2, III — mit der konjugierten der 
oo f. Ebene § 35, 4 — als Koord.an- 
fang § 11,4—6 — Lage bei der kub. 
Hyp. § 20, 6. 

Scheitdschmiegungsebene § 11, (28) — 
drei bei d. kub. Hyperbel § 20, 8. 

Scheiteltangente § 11, (27) — drei bei d. 
kub. Hyp. § 20, 7. 

Schmiegungsebene Begr. § 7, 4; § 24, 9 — 
zwei parallele der kub. Ellipse § 8, 11 

— Tangentialebene des Sehnenkegels 
§ 26, 14. 

Staude: Kubische Eegelsohnitte 



Schmiegungskegelschnitt s. Achsenkegel- 
schnitt. 

Schmiegungspunkt § 7, 8; § 24, 9. 

Sdimiegungsstrahlen Begr. § 27, 6 — 
Gleichungen §27,7 — zwei am Schmieg.- 
tetraeder § 28, 4. 

Schmiegungstetraeder Begr. § 28, 1; 2; 4 

— bei der kub. hyperb. Parabel § 22, 9 

— bei der kub. Parabel § 23, 9 — 
Transformation auf ein neues § 28, 3 

— harmon. Teilung der Sehnen in ihm 
§ 28, 6; 7 — Polarbeziehung in ihm 
§ 29, 9 — drei an eine Ebene sich 
anlehnend § 34, 3; 6. 

Schnittpu/rüct dreier Schmieg.ebenen § 7, 7 ; 
§ 24, 7. 

Schnittpunkte der B.k. 3. 0. mit einer 
Ebene § 4, 3 — mit einer Geraden 
§ 4, 3; § 25, 1 — mit einer Fläche 
2. 0. § 31, 1. 

Schraubensinn der R.k. 3. 0. § 8, 8 — 
des kub. Kreises § 18, 3 — des lin. 
Komplexes § 8, 7. 

Sechseck einbeschriebenes §37,7 — seine 
Charakteristik § 37, 7; 8; 3 — seine 
Hyperboloide § 37, 9; § 20, 19. 

Sehne Begr. § 8, 1; § 26, 2 — eigentl. n. 
uneigentl. § 8, 3; § 26, 1 — Gleichun- 
gen in rechtw. § 8,(2), schiefw. § 12,(9), 
Tetraederkoord. § 26, (1) — Parameter- 
darst. § 26, (6) — durch gegeb. Punkt 
§8,3; §26, 1; 3. 

Sehnenkegel Begr. § 9, 1; § 26, 11 — 
Gleich, in rechtw. § 9, 2, schiefw. 
§ 12, 5, Tetraederpunktkoord. § 26, (17), 
Tetraederebenenkoord. § 26, (20) — 
Beziehung zur Tangentenfläche § 26, 13. 

Sehnenzylinder % 9^ 4 — ihre Mittelpunkts- 
achsen § 9, 6—9; § 6, 7 — Lage bei 
der kub. Hyperbel § 20, 6. 

Siebeneck einbeschriebenes § 37, 2; 6. 

StreicUinie § 27, 1. 

Tangente doppelte Entstehung § 8, 5; 
§ 25, 4 — Gleichungen in rechtw. Ko- 
ord. § 8, (9) ; (10), Tetraederkoord. § 25, (2) 

— Beziehung zum Sehnenkegel § 26, 14. 
Tangentenfläche § 25, 11 — Schnitt mit 

der Schmieg.ebene § 25, 12. 
Tangentenpunkt Begr. § 7, 8; § 24, 8 — 

als Punkt der Tangente § 25, 6. 
Tangentialebene Begr. u Gleichung in 

rechtw. Koord. § T, 3, in Tetraeder- 

16 
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koord. § 24, 8 — als Ebene durch 
Tangente § 25, 5. 

Tetraeder zwei sich um- und einbeschrie- 
ben {MÖbiussche) § 29, 16. 

Tetraedraler Komplex § 25, 10. 

Transformation der Koordinaten von be- 
lieb. Tetraeder auf belieb. Tetraeder 
§ 24, 3, auf Schmieg.tetr. § 24, 5 — 
Yon Schmieg.tetr. auf andres § 28, 3 

— von Schmieg.tetr. auf Haupttetr. 
§ 34, 7 — von Schmieg.tetr. auf rech tw. 
§ 86, 1 — von rechtw. auf rechtw. 
§ 5, 1; 2, auf schiefw. § 12, 1 — des 
Parameters § 4, 5; § 24, 4. 

Transversale von Sehne u. Achse § 26, 8 

— von zwei reziproken Polaren § 29, 11. 
Tretf Unten Begr. § 27, 1 — ihr Komplex 

§ 27, 2 — Komplexkegel § 27, 3—5. 



Unendlich ferne Ebene als Bestandteil 
der R.k. 3. 0. § 7, 10. 

Unendlich ferne Punkte der R.k. 3. 0. 
Entstehung § 2, 2 — Realität u. Zu- 
sammenfall § 2, 3— 6 — bildliche Dar- 
stellung § 3, 3 — Normierung ihrer 
Parameter § 4, 9. 

Unterarten der kub. Kegelsch. s. Vor- 
wort, S. IV/V. 

Verbindungsehene dreier Kurvenpunkte 
§ 7, (6); § 24, 7. 

Zusammengehörige Sehne u. Achse § 26, 7. 
Zweige drei der kub. Hyperbel § 20, 24 

— zwei der kub. hyperbol. Parabel 

§ 22, 14. 



1 + ^ . ^ ~25 + (l — r»-g«)t 
1 — <* (1— r)*-t-s* 



Anmerkung zu § 26, 10. 

Sind in § 26, (12) die beiden Parameter X^, X^ konjugiert komplex: 

(1) X,^a + ßi, X, = a-/Jt, 

so sind die Koordinaten y^\ yj^^ der beiden entsprechenden Kurvenpunkte Pj, P, 
ebenfalls von der Form: 

(2) t/lfci) == J* -f 5*t , 2/i«)-.^,-B,t, ä;=1, 2, 3,4, 
und die eines Punktes P der Verbindungslinie in § 26, (13) : 

(3) y,^A,{l^t) + B,(\+t)i. 

Der Punkt P ist daher reell, wenn der mit dem Parameter: 

(4) t^r + si 
gebildete Quotient: 

(6) 

reell, also: 

(6) r* + s« = 1 

oder t eine komplexe Einheit ist, etwa: 

(7) «=6^*. 

Dann sind auch die drei Wurzelwerte: 

ip +2h7t 

(8) r = Q + ai = \/t = e ^ 

komplexe Einheiten, 

Andererseits ist der Wert von >L in § 26, (15) mit (1) und (8): 

tt + Pi - (tt - ßi) (p -f gQ _ a{l - p)«-f «ff«- 2ßö + ß(l - g' - o^i 

reell, wenn: 

ß«+ff*=l, 

also t eine komplexe Einheit ist. Danach folgt neben § 26, 10: 

Geht durch einen Punkt des Baumes eine uneigentliche Sehne, so gehen durch 
ihn drei reelle Schmiegungsebenen, 



Ä = 0, 1, 2, 
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Yon Otto Staude erschienen früher im gleichen Verlage: 

Analytische Geometrie 
des Punktes, der geraden Linie und der Ebene 

Ein Handbuch zu den Vorlesungen und Übungen über analytische Geometrie 

Mit 387 Figuren. [VIII u. 447 S.] gr. 8. 1905. In Leinwand geb. */« 14.-- 
„ . . . Die Absicht des Verfassers, ein fttr die Praxis brauchbares Buch zn schaffen, ist glftnzend 
in die Tat umgesetzt. Bas Werk iat nicht bloß in der ganxen Anlage durchsichtig disponiert, son- 
dern auch im einzelnen ist die Ausführung so übersichtlich wie nur denkbar; jeder Artikel ist mit 
«iner besonderen, kurzen und treffenden Überschrift versehen, die zahlreichen (387) ungemein sauber 
ausgefährten Figuren erleichtern eine schneUe Übersicht über die Jedesmal in Frage kommenden 
Begriffe und Benennungen. Hftnfig gebrauchte Formelsysteme sind yollständig aufgestellt, auch in 
Terachiedenen Bezeichnungsweisen, was bei der praktischen Anwendung des Buches viel Zelt erspart ; 
auch das ausführliche, alphabetische Begister am Schlüsse ist sehr angenehm.'' 

(Arohiv der ■athematlk und Physik.) 
„Obgleich es an guten einführenden Lehrbüchern der analytischen Geometrie nicht mangelt, 
so wird trotzdem das yorliegende sicherlich in kurzer Zeit groAe Verbreitung finden, da es eine ganze 
Beihe pädagogischer Vorzüge besitzt, die dem Studierenden den Zugang zu dieser Disziplin sehr er- 
leichtem. ... Das Verständnis wird noch bedeutend durch die zahlreichen und hübsch gezeichneten 
Figuren erleichtert, die sofort eine Übersicht über die in Frage kommenden Begriffe und Benennungen 
geben. Als weiterer Vorzug sei die ausführliche und genaue Darlegung der Definitionen insbesondere 
iubezug auf die Richtung und den Sinn der Gebilde erwähnt. Auch da£ nach Baltzers Vorbild 
die analytische Geometrie auf der geraden Linie und im Strahlbüschel an die Spitze gestellt wird, 
trägt manches zur Vereinfachung bei.** (Honatshefte für Hathematik und Physik.) 

Analytische Geometrie des Punl(tepaares, des 
Kegelschnittes und der Fläche zweiter Ordnung 

In 2 Teilen, gr. 8. 1910. 

I. Teil: Mit 181 Figuren. [X u. 548 S.] Geh. JC 20.—, geb. M 22.— 
IL Teil: Mit 47 Figuren. [IV u. S. 649—1000.] Geh. .H 16.—, geb. cy^ 18.— 

Das yorliegende Werk schließt sich nach Form und Inhalt an das im gleichen Verlage 1905 
«rschienene : ^Analytische Geometrie des Punktes, der geraden Linie und der Ebene' an. Wie dieses 
mit den Gebilden erster Ordnung, so beschäftigt sich das neue Werk mit den Gebilden zweiter Ord- 
nung in den Mannigfaltigkeiten von ein, zwei oder drei Dimensionen. Beide bilden ein systematisches 
Lehrbuch der gesamten Elemente der analytischen Geometrie der Ebene und des Baumes. 
Es soll zugleich ein Handbuch sein, das dem Studierenden neben der Vorlesung die Hauptzüge 
des Gebietes im Zusammenhang Tor Augen hält. BloAe Beispiele und Übungsaufgaben sind daher 
ans dem Buche fortgelassen, dagegen ist auf den systematischen Aufbau der Theorie besonderer 
Wert gelegt. Zahlreiche sohematische Figuren sollen zur leichteren Orientierung beitragen. Sin 
dem zweiten Teil angehängtes Sachverzeichnis wird neben dem Inhaltsverzeichnis die schneUe Auf- 
findung einzelner Begriffe und Lehrsätze gewährleisten. 

„ . . . Alles in allem genommen haben wir hier ein Werk vor uns, das eine Zierde von 
^Teubners Sammlung' bildet und den dieser Sammlung vorgesetzten Leitworten in jeder Bichtung 
«ntspricht." (Jahresbericht der Deutsohen Hathematiker-Vereinloung.) 

Die Fokaleigenschaften der Flächen 

zweiter Ordnung 

Ein neues Kapitel zu den Lehrbüchern der analytischen Geometrie des Raumes 
Mit Figuren im Text. [VIII u. 186 S.] gr. 8. 1896. Geh. J^ 7.— 

Das vorliegende Buch enthält eine zusammenfassende Darstellung der vom Verfasser entdeckten 
Fokaleigenschaften der Flächen zweiter Ordnung. Gegenüber den frtüieren Veröffentlichungen über 
•denselben Gegenstand (Leipz. Ber. 1882 und Math. Ann. Bd. 20 und 27) bietet das Buch nicht nur 
•eine wesentliche Vereinfachung der Beweise, sondern auch eine wesentliche die Anwendung der 
Integralrechnung zur Bestimmung von B^gen, Flächen, Kurven und zeigt die Beihenentwicklung 
mit Hilfe der MacLaurinschen und Taylorschen Reihe. Den Schluß bildet die Ableitung der Gesetze 
für den freien Fall, den senkrechten und schiefen Wurf. 
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Koordinaten - Geometrie. 

a. Analytische ficometrie der Ebene und det Raumes. 

T. Brill, A., Eiaftlhriuig in die Theorie der Algebraischen Kurven, ca. 250 S. 
gr. 8. [In Vorbereitung.] 

Clebseh, A., Vorlesungen Aber Geometrie. Mit besonderer Benutzung der 
Vorträgey.A. Ol eb seh bearb.u-herausg.T. F. Lindemann. 2Bde. gr. 8. 

I. Band : Oeometrie der Ebene. LTeiL Kegelschnitte u. algebraische Formen. 

2. Aufl. l.Lfg. 480 S. Id06. geh.n.J£l6.— 2. (Schlufi-)Lieferung. 
287 S. 1910. geh. n. M. 6.— IE. Teil, [unter der Presse.] 
U. „ Oeometrie des Baumes. L Teil. Die Flächen erster und zweiter 
Ordn ung oder Klasse und der lineare Komplex. Mit vielen Fig. 
VIII,650S. gr.8. 1891. geh. n.J£ 12.— II. Teil. [U. d. Presse.] 

Darttellnngen , graphische y aus der reinen und angewandten Mathematik. 
Herausgeg. Tom Mathematischen Institut der Kgl. Technischen 
Hochschule su Mflnchen. 

Dette, W., analytische Geometrie der Kegelschnitte. Mit 45 Fig. VI, 282 S. 
gr. 8. 1909. geb. n. M 4.40. 

Dingeldey, F.« Lehrbuch der analytischen Geometrie, ca. 400 S. gr. 8. 
geb. [In VorbereitTug.] 

Ebner, F., Leitfaden der technisch wichtigen Kurren. Mit 93 Fig. VUE, 
197 S. gr. 8. 1906. geb. n. M. 4.— 

Kegelschnitte und Kegelschnittsysteme, gr. 8. geb. [In Vorb.] 

r. Esche rich» G.» Einleitung in die analytische Geometrie des Baumes. 
Vm, 282 S. gr. 8. 1881. geh. n. JL 5.20. 

Fort, 0., u. 0. Schlomilch, Lehrbuch der analytischen Geometrie. 2 Teile. 
Mit Holzschnitten im Text. gr. 8. geh. n. Jt 9. — , geb. n. Ji. 10.60. 

L Teil: Analytische Geometrie der Ebene, von O. Fort. 7. Aufl. von B. 
Heger. XVII, 268 S. 1904. geh. n. JL 4.—, geb. n. JC 4.80. 

II. ^ Analytische Geometrie des Baumes fY. O. Schi milch. 6. Aufl. 

Ton R Heger. VIII, 388 S. 1898. geh. n. M. 5.—, geb. n. M. 5.80. 

Ganter, H., und F. Bndio, die Elemente der analytischen Geometrie. Zum 
Gebrauch an höheren Lehranstalten, sowie zum Selbststudium. Mit zahl- 
reichen Übungsbeispielen. In 2 Teilen. Mit vielen Fig. gr. 8. 

I. Teil: Ganteru.Budio, die analytische Geometrie der Ebene. 7., ver- 
besserte Aufl. ym, 190 S. 1910. geb. n. J£ 3.— 
n. „ Budio, die analytische Geometrie des Baumes. 4., verbesserte 
Auflage. X, 194 S. 1908. geb. n. Jt 3.— 

Graefe, Fr., Aufgaben und Lehrsätze aus der analytischen Geometrie des 
Punktes, der geraden Linie, des Kreises und der Kegelschnitte. Für 
Studierende an Universitäten und Technischen Hochschulen. IV, 136 S. 
gr. 8. 1885. geh. n. JL 2.40, geb. n. JL 3.20. 

Auflösungen und Beweise der Aufgaben und Lehrsätze aus der analy- 
tischen Geometrie des Punktes, der geraden Linie, des Kreises und der 
Kegelschnitte. Fflr Studierende an Universitäten und Technischen Hoch- 
schulen. IV, 259 S. gr. 8. 1886. geh. n. JC 4.80, geb. n. JL 5.60. 

Aufgaben und Lehrsätze aus der analytischen Geometrie des Baumes, 

insbesondere der Flächen zweiten Grades. Für Studierende an Universitäten 
u. Techn. Hochsoh. XIV, 127 S. gr. 8. 1888. geh. n. M. 8.—, geb. n. M. 8.80. 

Auflösungen und Beweise der Aufgaben und Lehrsätze aus der analy- 
tischen Geometrie des Baumes, insbesondere der Flächen zweiten Grades. 
Für Studierende an Universitäten und Technischen Hochschulen. XVI, 
353 S. gr. 8. 1890. geh. n. JL 8.—, geb. n. M. 9.— 

GraßmauB, H.^ projektive Geometrie der Ebene. Unter Benutzung der Punkt- 
rechnung dargestellt. 2 Bände. Mit zahlreichen Fig. 

L Band: Binäres. Mit zahlreichen Fig. XTT, 360 S. gr. 8. 1909 geh. 

n. Jt 12. — , geb. n. M. 13. — 
II. „ Temäres. I. Teil. XII, 410 S. gr. 8. 1913. geh. n. M 18.—, 
geb. n. M. 19.— 

[Gregorias a St. Tlncentio.] Die Kegelschnitte des Gregorius a St. Vincentio 
in vergleichender Bearbeitung. Von K Bopp. IH, 228 S. gr. 8. 1907. 
geh. n. JL 10. — 



Terlag Ton B, G. Tenbner in Leipzig nod Berlin 

Gvndelflnf er, 8., Yorlesiuigen aus der analytischen Oeometrie der Kegel- 
schnitte, heransg. Ton Fr. Dingeide y. Mit Fi g. n nd einem Anhange, 
enthaltend Aufgaben und weitere Ausführungen. YIII, 4S4 S. gr. 8. 1895. 
geh. n. JC 12. — 

HefTter, L., u. €. Koehler, Lehrbuch der analytischen Geometrie. 2 Bftnde. 

I. Band: Geometrie in den Grundgebilden erster Stufe und in der Ebene. 
Mit 1S6 Textfiguren. XYI, 526 S. gr. 8. 1905. geb. n. JC 14.— [IL Band 
in Vorbereitung.] 

Hesse, 0., Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der geraden Linie, 
des Punktes und des Kreises in der Ebene. 4. Auflage, revidiert und 
ergänzt Ton S. Gundelfinger. Vin, 251 S. gr. 8. 1906. geb. n.«^6.— 

Hochheim, ▲., Aufgaben aus der analytischen Geometrie der Ebene. 8 Hefte, 
in Je 2 Teilen, gr. 8. geh. 

Heft I: Die gerade Linie, der Funkt, der Kreis. 4., vermehrte Auflage, 
bearbeitet von O. Jahn und Fr. Hoohheim. 1911 

A. Aufgaben. VI, 104 8. geb. n. JC 2.40. 

B. Auflösungen, n, 186 8. geb. n. JC 2.60. 

Heft II: Die Kegelschnitte. Abteilung L 3., Termehrte Auflage, bearbeitet 
Ton O. Jahn und Fr. Hoohheim. 

A. Aufgaben. IV, 90 S. 1906. geb. n. JC 1.80. 

B. Auflösungen. Mit Figuren. 106 8. 1908. geh. n. «^ 1.60, geb. n. J£ 2.20. 
Heft HL: Die Kegelschnitte. Abteiluns; n, 2. Auflage 1911. 

A. Aufgaben. 69 8. geh. n. JC 1.20, geb. n. JC 1.80. 

B. Auflösungen. 100 8. geh. n. JC 1.80, geb. n. JC 2.40. 

Klein, F., autographierte Vorlesungshefte. 4. geh. 
Höhere Geometrie. Unveränderter Abdruck 1907. 

Heft 1, 566 Seiten (W.-S. 1892/9») \ .„..«„^« „ i/ ,r 
Heft 2, 888 Seiten (S.-S. 1898) j »^•»"»"»«'^ "• «^ 15.- 

Loria, G.« spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven, Theorie 
und Geschichte. Autorisierte deutsche Ausgabe von Fr. Schtttte. In 
2 Bänden, gr. 8. 2. Auflage. 

LBand: Die algebraischen Kurven. Mit 142 Fig. XVIII, 488 8. 1910. 
geh. n. JC 16.50, in Leinw. geb. n. JC IB — 

II. „ Die transzendenten und die abgeleiteten Kurven. Mit 80 Fig. 

YIII, 884 8. 1911. geh. n. .fC 12.50, geb. ^K 14.— 

Hehmke, B«, Vorlesungen Aber Punkt- und Vektorenrechnung. In 2 Bänden. 
L Band: Punktreehnung. Erster Teilband. Mit 152 Fig. YIII, 394 8. 
gr. 8. 1913. geh. n. JC 14.— 

Bepertorivm der höheren Hathem atik. Von E. F a s c a 1. 2., völlig umgearbei- 
tete Auflage der deutschen Ausgabe von P. Epstein, B. Rothe und H. 
E. Timerding. 2 Bände in 4 Teilen: I, 1. Analysis. geb. uK 10.— 
II, 1. Geometrie, geb. JC 10.— [I. 2 und II. 2 in Vorb.] 

Bnnge, C, analytische Geometrie der Ebene. Mit 75 Fig. IV, 198 S. gr. 8. 
1908. geb. n. JC 6.—. 

Salmon, G., analytische Geometrie der Kegelschnitte mit besonderer Berück- 
sichtigung der neueren Methoden. Frei bearbeitet von W. Fiedler. 
2 Teile, gr. 8. geh. n. JC 17.—, geh n. JC 19.— 

L Teil: 7., verbesserte Auflage. XXXIV, 444 8. 1907. geb. n. JC 10.— 

n. „ 6. Aufl. XXIV u. 8. 443^854. 1903. geh. n. JC 8.—, geb. n. JC 9.^- 

~— analytische Geometrie der höheren ebenen Kurven. Deutsch bearbeitet 
von W. Fiedler. 2., verbesserte Auflage. XYI, 508 8. gr. 8. 1882. 
geh. n. JC 11.20, geb. n. JC 12.20. 

analytische Geometrie des Baumes. Deutsch bearb. v.W.F i e d 1 e r. 2 Tle. gr. 8. 

L Teil: Die Elemente und die Theorie der Flächen zweiten Grades. 
4.^ verbesserte Auflage. Mit Holzschnitten. XXIV, 448 S. 1898. 
geh. n. JC 8. — , geb. n. JC 9. — 

II. „ Analytische Geometrie der Kurven im Baume, der Strahlen- 
systeme und der algebraischen Flächen. 8. Auflage. Mit Holz- 
schnitten. LXXn, 686 8. 1880. geh. n. JC 16.—, geb. n. JC 17.40. 

Sanerbeck, P.« Einleitung in die analytische Geometrie der höheren algebra- 
ischen Kurven. Mit 76 Abb. VI, fl66 8. gr. 8. 1902. geh. n. JC 8.— 



Terlag yon B, G. Tenbner in Leipzig und Berlin 

Selirddery J«, Aufgaben für den Unterricht in der analytischen Geometrie der 
Ebene an höheren Sohulen. Mit 2 Figorentafeln. lY, 49 S. gr. 8. 1910. 
■teif broBch. n. JC 1.40. 

SeTeri, F., Vorlesungen über algebraische Geometrie. Geometrie auf einer 
Kurre Biemannsche Flächen. Abelsche Integrale. Autorisierte deutsche 
Ausgabe von E. L Off 1er. gr. 8. [Unter der Presse.] 

Stiidj) E., Vorlesungen über ausgewählte Gegenstände der Geometrie, ca. 
6 Bände von Je 10—12 Bogen, gr. 8. steif geh. 

1. Heft : Ebene analytische Kurven und su ihnen gehörige Abbildungen. 

Mit 9 Fig. IV, 120 S. 1911. n. M 4.80. 

2. „ Unter Mitwirkung von W. Blasohke. Konforme Abbildung 

einfaoh-Busammenhängender Berichte. Mit 43 Fig. VIII, 142 S 
1918. 11.M 6 60. 

Thomae, J.« Grundriß einer analytischen Geometrie der Ebene. Mit 8 Fig. 
X, 183 S. gr. 8. 1906. geb. n. JC 3.60. 

b. Linlengeometrie. 

Clebtehy A., Vorlesungen über Geometrie. Unter besonderer Benutzung der 
Vorträge Ton A. Glebsch bearb. und herausg. von F. Lindemann. Mit 
Vorwort Ton F. Klein. 2. Band. I. Teil. Die Flächen erster und zweiter 
Ordnung oder Klasse und der lineare Komplex. Mit vielen Fig. VIIT, 
650 S. gr. 8. 1891. geh. n. Jl 12.— 

Study, E., Geometrie der Dynamen. Die Zusammensetaung von Kräften und 
▼erwandte Gegenstände der Geometrie. Mit 46 Fig. und 1 TafeL XIH, 
603 S. gr. 8. 1903. geh. n. JC 21.—, geb. n. JC 23.— 



0. DifPerentialgeometrie. 

Blau Chi, L., Vorlesungen über Differentialgeometrie. Autorisierte deutsche Über- 
setaung yon M. Lukat. 2., Termehrte und yerbesserte Auflage. XVTU, 
721 S. gr. 8. 1910. geh. n. JC 22.60, geb. n. JC 24.60. 

Ceg^rOy E., Vorlesungen Über natürlic he Ge ometrie. Autor, deutsche Ausgabe 
▼onG.kowalewski. Mit 48 Fig. VUE, 341 S. gr.8. 1901. geb. n.^ 12.— 

Joachimsthal, F., Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf 
die allgemeine Theorie der Flächen und der Linien doppelter Krümmung. 
8., vermehrte Aufl. von L. Natani. Mit zahlreichen Fig. X, 308 S. 
gr. 8. 1890. geh. n. JC 6.—, geb. n. ►Ä 7. — [Vergr.] 

Klein, F., autographierte Vorlesungshefte. 4. geh. 

Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie, eine 
Bevision der Prinzipien (S.-S. 1901). Neuer Abdr. 1907. VIII, 484 S. n.^10.- 

Knoblanch, J., Einleitung in die allgemeine Theorie der krummen Flächen. 
VIII, 267 S. gr. 8. 1888. geh. n. JC 8.— 

Differentialgeometrie. X, 631 S. gr.8. 1913. geh. n.<^ 18. — , geb.n. ./^ 20. — 

T. LlUenthaK B., Vorlesungen über Differentialgeometrie. In 2 Bänden, 
gr. 8. geb. 

I. Band: Kurventheorie. Mit 26 Fig. VI, 368 S. 1H08. n. JC 12.— 

IL „ Fläohentheorie. Erster Teil- VIII, 270 S. 1913. geh. n..^ 12.— , 
geb. n. JC 18. — 

Grundlagen einer Krümmungslehre der Kurvenscharen. VII, 114 S. 

gr. 8. 1896. geh. n. JC 5. — 

Meyer, W. Fr«, über die Theorie benachbarter Geraden und einen verall- 
gemeinerten Krümmungsbegriff. Eine Ergänzung zu den Lehrbüchern 
über Differentialgeometrie. XVIII, 152 S. gr. 8. 1911. geh. n. JC 8.—, 
geb. n. JC 9. — 

Schell, W., allgemeine Theorie der Kurven doppelter Krümmung in rein 
geometrischer Darstellung Mit Holzschnitten. 2. erweit. Aufl. VIII, 163 S. 
gr.8. 1898. geh.n.»^5. — [3. neubearb. Aufl. vonE. Salkowski in Vorb.] 

T.Stahl, H., u. V. Kommerell, die Grundformeln der allgemeinen Flächentheorie. 
Mit 1 lithographischen Tafel. VI, 114 S. gr. ». 1893. geh. n. JC 4.— 

IfUcsynski« E. J., projective differeotial Geometry of Gurves and ruled Sur- 
faces. Vm, 298 S. gr. 8. 1906. geb. n. JC 10.— 



Verlag von B. G, Teubner in Leipzig und Berlin 

Fortschritte der 
mathematischen Wissenschaften 

in Monographien 

Herausgegeben Yon 

Prof. Dr. Otto Blumenthal in Aachen. 

gr. 8. Steif geheftet. 

UnMr obigem Titel gibt O. Blumenthal im Verlage Ton B. O. Teubner 
eine Sammlung von Monographien heraus, in denen die Ergebnirae neuerer 
Forschungen auf dem Gebiete der reinen und angewandten Mathematik 
susammenfaesend dargestellt werden sollen. Als ftußere €^nze des Unter- 
nehmens ist der Bereich der Mathematischen EnsyklopiLdie gedacht. 
Bisher erschien in dieser Sammlung: 

1. H. Minkowski, Zwei Abhandlungen über die Grundgleichungen der Elektro- 

dynamik. Mit Einleitung yon O. Blumenthal. [8S S.] 1910. ii.J( S.40. 

2. H. A. Lorentz, A. Einstein und N. Hlnkowskl, das Belativitätsprinzip. Eine 

Sammlung Ton Abhandlungen. YIII, 84 S, 191S. ca. n. Jl 8. — 

3. D. Hilbert, Grundzflge einer allgem. Theorie der linearen Integralgleichungen. 

XXVI, S82 8. 1912. n. JC 11.— 

In Vorbereitung bes. unter der Presse (*) befinden sich: 
8. Bernstein, Einftthrung in die allgemeine Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen Ton elliptischem Typus. 
* 0. Blumenthal, Grundlag. d. Theorie der gansen Funktionen unendlich. Ordnung. 
Gl Carathiodory, Der Fioardsche Sats und seine Verallgemeinerungen. 
H. von Smoluohowsky, grundsätsliche Fragen der kineüschen Gastheoxle. 



E. Pascals 
Repertorium der höheren Mathematik 

Zweite, völlig umgearbeitete Auflage der deutschen Ausgabe. 

Unter Mitwirkung zahlreicher Mathematiker herausgegeben von 

Dr. P. Epstein Dr. H. E. Timerding 

Professor a. d. Universität Strasburg Prof. a. d. Techn. Hochschule Braunschweig 

und Dr. R. Rothe 

Professor an der Techn. Hochsch. Hannover. 

2 Bände in 4 Teilen. 8. In Leinwand geb. 

I.Band: Analysls. Unter Mitwirkung vonR.Fricke,Ph.Furtwängler, A. Guldberg, 
H. Hahn, E. Hecke, E. Jahnke, H. Jung, G. Kowalewski, A. Loewy, E. Pascal, 
H. E. Timerding hrsg. von P.Epstein und B. Bothe. I. Hälfte; Algebra, 
Differential-und Integralrechnung. [XV u. 627 S.] 1910. n. ^«1 10.— 
[Die II. Hälfte befindet sich unter der Presse.] 

II. Band: Geometrie. Unter Mitwirkung Ton L. Berzolari, B. Bonola, E. Ciani, 
M. Dehn, G. Dingeldcy, E. Enriques, G. Giraud, G. Guareschi, L. Heffter, 
W. Jacobsthal, H. Liebmann, J. MoUerup, J. Neuberg, U. Perazzo, O. Staude, 
E. Steinitz, H Wieleitner, K. Zindler herausgegeben von H. E. Tim er ding. 
I. Hälfte: Grundlagen und ebene Geometrie. [XYI und 534 S.] 191Ü. 
n. JC 10.—. [Die II. Hälfte befindet sich unter der Presse.] 

Das Werk soll eine Übersicht über das weite Grebiet der Algebra, Analysis, 
und Geometrie im einzelnen, und eine Darlegung ihrer allgemeinen Prinzipien 
und Methoden geben und von dem heutigen Stand der Forschung Bechen- 
schaft ablegen, es soll so nicht bloß zur Führung und Orientierung während 
des mathematischen Studienganges dienen, sondern auch eine brauchbare Hilfe 
bei selbständiger wissenschaftlicher Arbeit gewähren. 



